12. SINIF
MATEMATIK
DERS NOTLARI




( Bu boluimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12.1. USTEL ve LOGARITMIK FONKSIYONLAR
12.1.1. Ustel Fonksivon

Terimler ve Kavramlar: Ustel fonksiyon

Sembol ve Goésterimler: f( x) = a*
12.1.1.1. Ustel fonksiyonu aciklar.

a) Ustel fonksiyonlara neden ihtiya¢c duyuldugu vurgulanmahdir.

b) Usliiifadeler ve bunlarla yapilan islemlerin 6zellikleri
hatirlatilir.

c) Ustel fonksiyonlarin bire bir ve érten oldugu grafik yardimyla
gosterilir.

¢) Ustel fonksiyonlarin hangi durumlarda artan veya azalan oldu-

gu bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilarak gosterilir.
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BNUNIFES UISTEL ve LOGARITMIK FONKSIYONLAR
USTEL FONKSIYON

Ustel fonksiyonlar basta matematik, kimya, fizik, biyoloji, astro-
nomi vb. bircok bilim dalinda kullanilmaktadir. Gilinliitk yasamda da
miithendislik boliimlerinde, finans sektorlerinde, bilim uygulamala-
rinda vb. tuistel fonksiyonlardan yararlanilmaktadir.

HATIRLATMA : ( Uslii Ifadeler )
X ER ve n € Z% icin x" ifadesine “iislii ifade” adi verilir.

1) X" =X.X.X...X olarakacilr.

-

n adet

2) x # 0 olmakiizere x°

= 1 olarak alinir.

3 X ERvem,n € Z icin X - X = X olarak alinir.
¢
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X

Xm—n

4) xeER-{0}vem,n € Z icin olarak

xnh
alinir.

5) a,beR(bz0)vemeZicin(a/b) ™ =(C(b/a )™
olarak alinir.
6) x,yeERvemEeZicin x™. y™ =(x.y )™ olarak

alinir.

x m x \ M
7) x,yER(y#0)vemE Z icin m=(—)

y
olarak alinir.

8) xeRvem,ne€Zicgin (x™ )" =x™ " olarak alinir.
9) xeR-{-1,0,1}vem,n€Z-{0} olsun.

XM =x" jse m = n olarak alinr.
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10) (=1)*" =1 ve (—1)%"*t1 =_1 olarakalinmr.

11) x =20, m > 0 ve n > 0 olmakuizere

( Vx )m o= AV xm = xm/ 0 glarak alinir.

Tanum: a € Rt- {1} ve x € R olmakiizere f : R— R,

f( x) = a* seklinde tanimlanan fonksiyona “ iistel fonksiyon ”
ad1 verilir.a > 0 oldugundan a* > 0 olur. Ustel fonksiyon ¢ € R
icin f( x) = a* + ¢ seklinde de verilebilir.

Soru: 7xt1 73x-4 -9
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Soru: 5M - 25%+3 =9
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4_x_25x+6

I
"~

Soru :

8x+1
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12 2@
034

1|
"~

Soru :
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Soru: (0,25)% .(0,005) % =7
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3X+3+3X
gx+1 4+ 3x+2

I
"~

Soru :
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2X+2+2X—1+2X

SOTU.' Zx+3_2X—2 =7
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Soru

6X

- Zx+1 ise 34-X

?
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Soru: 2*¥*=m , 5¥ = n ise 400 *’in m ve n tiiriilnden sonu-

cunu bulunuz.
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Soru: 2¥=m ise 8 * ~ 2 ijfadesinin sonucunu m tiiriinden

bulunuz.
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Soru: 5%* 1 =m ise 25** 1 jfadesinin sonucunu m tii-

riunden bulunuz.
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Soru: f:R—R*",h: R— R, f(x)=31"%4+2ve
h(x)=-2%"2 iistel fonksiyonlar1 icin;
A) f(2)+h(3)=2?
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f(x)=3'"*+2ve h(x)=-2%%72
B) foh(-1)=2
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Not: a€e R"-{1} ve x € R olmakiizere f : R—= R,
f( x) =a* ilstel fonksiyon idi. Taban a sayisiicin; a > 0
ve a # 1 sartlari mutlaka saglanmalidir.

Soru: 5%,(3/7)*,(—-6)%, x3, (-3)%,_-4x+1

fonksiyonlarindan hangileri uistel fonksiyonun tanim sartini saglar ?
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Soru: f: R— R*,f(x)=(2k — 13 )* fonksiyonu, iistel

bir fonksiyon olduguna gore Kk ’'nin ¢oziim araligi ne olmahdir ?
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Not : Ustel fonksiyonunun grafigini ¢cizmek icin;

e Xx'erastgele 3 tane deger ( sonucu en kolay bulunan )
verilerek y degerleri bulunur ve fonksiyonun gectigi
noktalar isaretlenir.

e Ustel fonksiyonun alamayacagi deger icin grafigin siniri

belirlenir. Bulunan noktalardan gecen egri grafigi cizilir.
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Soru: f: R—R*%,y=f(x) = 3% fonksiyonunun grafigini

Ciziniz.
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Soru: f: R—R*,y=f(x)=2*"2 fonksiyonunun grafi-

gini ¢iziniz.
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5 X
Soru: f:R—R*"T,y=f(x) = (?) fonksiyonunun;

A') Grafigini ¢iziniz.
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Hatirlatma : 1) Soldan saga dogru grafik; yiikselis duru-
munda ise fonksiyon artan, inis halinde ise fonksiyon
azalan idi.

2 ) Grafik iizerinde yatay bir cizgi cizildiginde cizgi grafigi
tek noktada kesiyorsa fonksiyon bire - bir idi.

3) f: A— B fonksiyonun grafigi B kiimesini

kapsiyorsa fonksiyon orten idi.
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5 X
B) y=f(x)-= (?) fonksiyonunun; artan - azalan durumu-

nu, bire - bir ve orten olup olmadigini inceleyiniz.
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Soru: f:R—(-1,+00),y=f(x)=2*%-1 fonksiyo-

nunun; A) Grafigini ¢iziniz.
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B ) FonKksiyonun artan - azalan durumunu, bire - bir ve orten olup
olmadigini inceleyiniz.
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Not: f: R— R*,f(x) =a* fonksiyonunda; A) a > 1
ise fonksiyon artandir. B) 0 < a < 1 ise fonksiyon azalandir.

Grafik ciziminden de istenen gorilebilir.

1\ X
Soru: f: R— R, y=f(x) = (?) fonksiyonunun;

A') Grafigini c¢iziniz.
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B) FonKksiyonun artan - azalan durumunu, bire - bir ve orten olup
olmadigini inceleyiniz.
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Soru: f:R—(1,+0),y=f(x)=3%+1 fonksiyo-

nunun grafigini ¢izip fonksiyonun artan - azalan durumunu, bire -

bir ve orten olup olmadigini inceleyiniz.
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12.1. 2. Logaritma Fonksivonu

Terimler ve Kavramlar: logaritma fonksiyonu, dogal logaritma

Sembol ve Gosterimler: log,x , Inx , logx

12.1.2.2. 10 ve e tabaninda logaritma fonksiyonunu tanim-

layarak problemler c¢ozer.

e sayisinin irrasyonel oldugu vurgulanarak matematikte ve

diger bilim dallarinda kullanimindan bahsedilir.
12.1.2.3. Logaritma fonksiyonunun ozelliklerini kullanarak

islemler yapar.
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LOGARITMIK FONKSIYON
f: R— RY,y=f(x)=a* (a>0vea=#1olmah)
ustel fonksiyonun tersi olan fonksiyona “a tabanina gore
logaritma fonksiyonu " adi verilir.
f~1: R*T— R, f71(x) = log,x seklinde gésterilir.
Kural: A ) y =f(x)=a* fonksiyonunda;

= a* a tabani islemin karsisina logaritmanin alt
y S S 8

"
tabani olarak gecirilir. )

log,y = x ( x yalniz kalmis olur.)

#** Jslemlerde mutlaka iistel kisim yalniz kalmalidir. Sonra-

sinda kurali kullanabiliriz.
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B) y=f"1(x) =log,x fonksiyonunda;

y = log,x ( a tabani islemin karsisina ustelin alt
— tabani olarak gecirilir. )
ay = x ( x yalmiz kalmis olur. )

*** [slemlerde mutlaka logaritma fonksiyonu yalmz kalmali-
dir. Sonrasinda kurali kullanabiliriz.
Soru : Altta verilen iistel ve logaritmik fonksiyonlari birbirine

donustiurerek x'’i yalmiz birakiniz.
A)y=5x+1 B)y=3—2x
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C) y=2%+7 D) y =
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E)y=log,(x-6) F) y=log,x + 4
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G) y=2.log:-x-1 H) y=log;(5 + 4x )
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Hatirlatma: y=f(x)=2x - 6 ise f fonksiyonunun tersini

bulalim.

— Xxtb
1.vol: f(x)=axF b ise f71(x) = . idi.
X + 6
f(x)=2x-6 ise f"1(x) = 5 bulunur.
2.vol: y=2x-6 ( x yalmiz birakilir. )
_ y + 6 2X
y + 6 = 2x ise = — olur.
2 2
y+6 . .
/ > = X bulunur. ( x yerine y, y yerine x yazilarak
X \y ters fonksiyon bulunmus olur. )
X + 6
y=f"1(x) = 5 olarak elde edilir.
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Kural1: A) y =f(x) =a* fonksiyonunun tersi;

y =a“ ( a tabani islemin karsisina logaritmanin alt

tabani olarak gecirilir. )

log,.y =x (xyerine y,y yerine x yazilarak ters fonksiyo-
l l nu elde edilir. )
X y y=f"1(x) =log,x bulunur.

B) y=1f(x) =1log,x fonksiyonunun tersinde de ayni sira

y = log , x takip edilir.
e——
a¥ = x
X Yy y=f '(x) = a* olarak bulunur.
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Soru: Altta verilen fonksiyonlarin tersini bulunuz.
A) y=f(x)=2%"7°
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B) y=f(x)=3*"14+2
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C) y=f(x)=2.55%-4
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D) y=1f(x)=log,(3x-4)
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E) y=f(x)=log:(x+2)-6
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Soru: y=f(x)=1logz(3x-23)isef " 1(0)=7
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Soru: y=f(x)=-3+log,(4-x)isef"1(3)=7
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Kural2: f: R*— R , y = f(x) = log,x logaritmik

fonksiyonunda;

a>0,a#1 ve x>0 olmahdrr.

Not: f(x) =log,k( x) logaritmik fonksiyonunun en

genis tanim kiimesiistenirse a >0 , a# 1 ve k(x) >0
sartlar1 saglanmalidir. Bu sartlari saglayan ortak cozim
Kiimesi isteneni verir.

*** Birden fazla esitsizlik varsa veya ikinci, u¢inci, . . .

dereceden esitsizlikler varsa tablo sistemini kullanmak

gereklidir. ( 11.sinif konusu idi. )
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Soru: f(x) = log (x + 6 )10 fonksiyonunun en genis tanim

kiimesini bulunuz.
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Soru: f(x)=1logs( 16 - 2x ) fonksiyonunun en genis tanim

kiimesini bulunuz.
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Soru: f(x) = log (x - 4)( 2x + 10 ) fonksiyonunun en genis

tanim kiimesini bulunuz.
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Soru: f(x)=1ogg(x? - 5x - 24 ) fonksiyonunun en genis

tanim kiimesini bulunuz.
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Soru: f(x)=1log ,_x)(x*+x-20) fonksiyonunun en

genis tanim Kiimesini bulunuz.
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Soru: f(x) = log x - 7,(100 - x % ) fonksiyonunun en genis

tanim Kimesinde ka¢ tam sayi vardir ?
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Soru: f(x)=log,(-x3+ 4x? - 4x ) fonksiyonunun en

genis tanim Kiimesini bulunuz.
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x2 —6x+ 5
x2 — 1

Soru: f(x) =logs fonksiyonunun en genis

kapsaml1 tanim Kiimesini bulunuz.
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Soru: f(x)=1logs(x? + 6x + m - 2) fonksiyonu her x
reel sayisi icin tanimli ise m 'nin ¢ozum araligl1 ne olmahdir ?
( Hatirlatma: Her x € R icin ax? + bx + ¢ > 0 ise a > 0 ve

A < 0 olmahdir. A =b? - 4ac idi.)

~04A-65~



Soru: f(x)=logz[x?+ (2m + 2 )x + 4 ] fonksiyonu her

X reel sayisi icin tanimli ise m 'nin ¢ozum araligl ne olmahidir ?
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Tanim 1: Tabam 10 olan logaritma fonksiyonuna “ onluk logarit-

ma fonksiyonu ” veya “ bayagi logaritma fonksiyonu ” ad1 verilir.

log o h ( X ) veya log h ( X ) olarak gosterilir. ikinci goste-
rimde 10 gizli tabandir. Depremlerin siddetini ( Richter olcegi )
olcmekte onluk logaritma fonksiyonundan yararlanilir.

y =logx ise y =log0x © 10Y = X olur.

Tanum 2: Tabam e Euler sabiti ( e = 2,71... ) irrasyonel sayisi

olan logaritma fonksiyonuna “ dogal logaritma fonksiyonu ” adi
verilir.
log.h ( x ) veya In h ( X ) olarak gosterilir. Ikinci gésterimde

e gizli tabandur.
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e sayisi matematik, kimya ve fizik hesaplamalarinda kullanil-

maktadair.

y=Inx ise y=Iln_xXx & eY = x olur.

Logaritma Fonksiyonunun Ozellikleri

Kural1: log,1 =0, log,a = 1 olarak alinir.

~——" ~—"
1=a’ a=al
1=1 a = a saglanmis olur.

log1 =0, logs1=0,logs1=0,log,51=0,In1=0 v.b.
7

log10 =1 , logs5 =1, log %-l,logﬁ\/?=1,

4
7

Ine =1 v.bh.
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Soru: log.313 +In1 + 3log10 = ?

2log1111 —log 1 1
5 ?
Ine + log10 '

Soru .
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Kural2: log,b™ = m.log,b olarak alinir. Taban kismin di-

sindaki terimin kuvveti logaritmanin basina carpan olarak alinir.

(log,b )™ # m.log_ b olduguna dikkat edilmelidir. Yani pa-

rantezin Kkuvveti islemin basina carpim olarak alinmaz.

Soru: log;27 + log100 = ?
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Soru: log,32 +logsV5 =7

~04A-72 ~



1
Soru: logs25 + log, Z + log V100 = ?

~04A-73 ~



Soru: log,(4V2 )-Ine3 +logs1 =?
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Soru: logs;(3V9 ) +10g0,001 + (log,4 )3 =7?
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1
Kural3: log,nb = - log , b olarak alinir. Tabanin kuvveti-

nin carpmaya gore tersi logaritmanin basina ¢carpan olarak alinir.

log ,»nb™ = m. — log ., b olarak alinir.

Soru: logg27 -log12 =7
4
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Soru: log 5 81 - log,s 125 = ?
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Soru: log,(2V8 ) +log se> =7
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Som . log 0,2 625 + log 0,01 0,0001 = ?
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Soru: log,5 = x ise log;, 25 ifadesinin sonucunu x tiiriinden

bulunuz.
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Soru: log;16 = x ise log, 8 ifadesinin sonucunu x tiiriinden

bulunuz.
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Soru: log,s;81 = x ise log & 27 ifadesinin sonucunu x tiiriin-

den bulunuz.
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h

Kural4: log,( x.y ) = log,.x + log .,y olarak alinir.

ﬁ

Soru: log8 + log125 = ?
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Soru: log,3 +log,20 +log,15" 1 =7

~ 04A -84 ~



Soru: 4logs;x + log;y isleminitek logaritma ifadesine ¢eviri-

niz.
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Soru: log2 = 0,301 degeriicin log 40 ifadesinin sonucunu

bulunuz.
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Soru: log3 = 0,303 degeriicin log 8100 ifadesinin sonucunu

bulunuz.

~ 04A -87 ~



Soru: log2 =k, log3 = m ise log 432 ifadesinin sonucunu k

ve m tiurinden bulunuz.

~ 04A - 88 ~



Soru: log,3 =m ve log,5 = n ise log, 1125 ifadesinin sonu-

cunu m ve n tirinden bulunuz.
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Soru: loga +logb =log(a+ b) ise a’ninsonucunu b tii-

riinden bulunuz.
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#

X
Kural 5: loga ( ; )= log . x - log , y olarak alinir.

h

Soru: log 600 - log6 = ?
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Soru: log,8 -log,14 + log, 56 = ?

~04A-92 ~



Soru: log 527 - log 512 + log /536 - log 59 =?
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Soru . ?lnx + 2Iny - 3Inz islemini tek logaritma ifadesine

ceviriniz.
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Soru: log3 -log2 + 1 isleminitek logaritma ifadesine ceviri-

niz. ( Boyle durumlarda, islemdeKki sayiyi1 verilen logaritma ifade-
sine uygun olacak sekilde doniusum yapilir. )
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Soru: logs5 + 2 - log; 2 islemini tek logaritma ifadesine cevi-

riniz.
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Soru: log2 = 0,301 degeriicin log 0,08 ifadesinin sonucunu

bulunuz.
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Soru: log2 =k, log3 = m ve log7 = n ise log (5—74) ifade-

sinin sonucunu k, m ve n tiriinden bulunuz.
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Soru: log2 =a ve log7 = Db ise log 0,028 ifadesinin sonucunu

a ve b tiuriinden bulunuz.

~ 04A -99 ~



2 .3/2
5

Soru: log2 =Kk ve log5 = m ise log ( 5'.\/_ ) ifadesinin

sonucunu k ve m tiiriinden bulunuz.
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Soru: log5 = a ise log 20 ifadesinin sonucunu a tiriinden bu-

lunuz. ( 20 'nin ¢arpanlarindan sonuca ulasilamaz. 20 'yi veren ve
verilen say1y1 kullanabilecegimiz bir bolme islemini bulmaliyiz. )
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Soru: log2 =a,log3 = Db ise log 75 ifadesinin sonucunu ave

b tiirinden bulunuz.
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1

Kural 6: log,b = logp olarak taban degistirmesi yapilabilir.
b

1 1 1

oru. + + = ?
5 log » 80 log g 80 log 5 80
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1 1 1
Som : - - —_— ?
log 1038 2 log 3 2 log 9 2

~04A-104 ~



Soru :

3 +logo5
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Soru : 1

I
"~

1 + log32
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Soru: log,3 = m ise log g2 ifadesinin sonucunu m tiiriinden

bulunuz.
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Soru: log;2 = m ise log,, 9 ifadesinin sonucunu m tiiriinden

bulunuz.
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Soru: log-,21 = Kk ise log ; 7 ifadesinin sonucunu Kk tiiriinden

bulunuz.
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Soru: log;2 =a, log,3 = Db ise log,g 3 ifadesinin sonucunu

a ve b tiuriinden bulunuz.
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log:b
Kural7: log,b = log . a olarak taban degistirmesi yapilabilir.
C

log 3 logo> 5

oru. + = ?
5 log 15 log > 15
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In 4 logs 9

Soru :

-+
In6 logs 6
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logs 18 log » 27 log 7 2
Som : + - — ?
logs 3 log, 3 log~ 3
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Soru: log3 =k, log2 = m ise log; 2 ifadesinin sonucunu k

ve m tiurinden bulunuz.
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Soru: log;5 = a ise log s 75 ifadesinin sonucunu a tiriinden

bulunuz.
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log 3
log 7

Soru : = a ise log (3 21 ifadesinin sonucunu a tiiriinden

bulunuz.
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Soru: logyy = tiselog 2 ,,(x° y*) ifadesinin sonucunu t

tiirinden bulunuz.
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Soru: log,7 = x ve log,;3 =y ise log g 63 ifadesinin sonucu-

nu x ve y tiuriunden bulunuz.
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Soru: log50 = Kk ise log, 5 = t ise t’'nin sonucunu Kk tiiriinden

bulunuz.
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Kural8: log.,b .log,c = log, c

log.b .log,c.log.d =log_, d

. olarak alinir.

Soru: log;5 .logs7 .log,81 =?
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Soru: log,11 .log.15 . log: (3%) = ?
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Soru: log2 .log,e.In100 = ?
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Soru: logszV5 .log;9.log,s7 =
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Soru . logﬁw . loggV 27 =7
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Soru: log;7 =k ve log,5 = m ise log .3 75 ifadesinin sonu-

cunu k ve m tiiriinden bulunuz.
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Soru: log,3 =x,log;5 =y ise log 12 ifadesinin sonucunu x

ve y tiirinden bulunuz.
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Soru: log,3 =k,log35 =m ve logs7 = n ise log {4, 20 ifa-

desinin sonucunu k, m ve n turinden bulunuz.
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Kural9: a'°8aP = b olarak alimir. Kuralin saglanmasi icin

ustel fonksiyon ile logaritmanin tabani ayni olmalidir.

Som.. 510g517 + eln11 _ 1Olog6 = ?
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Soru: 13 lgs13 = ?
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Soru: 23-10825=7

~04A-132 ~



Soru: 410823 =7

~04A-133 ~



Soru: (1/3)10832 =72

~04A-134 ~



Soru: /2108281 =7

~04A-135~



Soru: 52%10gs3 =7

~04A-136 ~



Soru: 91+108278 =7

~04A-137 ~



Kural 10: a'°8b€= ¢!%8b3 olarak alinir. Ustelin tabani ile

logaritmadaki say1 yer degistirebilir.

.S'om: 810g37 _ 710g38 = ?

~04A-138 ~



Slnx 4 14_Xln5
3Xln5

]
"~

Soru .

~04A-139 ~



Kural 11: (Arada Olma ) x = log,b olsun. x’in ¢6ziim aralig:-
n1 bulmak i¢in verilen logaritmanin sol ve sagindan en yakin sonucu

bilinen iki komsu logaritmasi alinir.

Soru: x =1log,3 vey = log; 10 sayilarinin ¢é6ziim araligini

bulup sayilar1 karsilastiriniz.

~ 04A - 140 ~



Soru: x =1log;52 vey = log, 33 sayillarinin ¢6ziim araligini

bulup sayilar1 karsilastiriniz.

~04A -141 ~



Soru: x=1logg9,y =1log, 11 ve z = log ; 4 sayillarinin ¢6ziim

araligini bulup sayilar1 karsilastiriniz.

~04A-142 ~



Soru: x =1In5 ve y = log; 18 sayilarinin ¢oziim araligini1 bulup

sayllar1 karsilastirmiz. (e = 2,71... idi.)

~04A-143 ~



Soru: log650 =a,...velog,23 =b,...ise a.b =?

~ 04A - 144 ~



Soru: x =log;80 vey = log, 9 sayllarinin ¢éziim araligini

bulup sayilari karsilastiriniz. ( Cozum araligi ayni ¢cikan sayilari
karsilastirmak icin sinirlara olan yakinliga dikkat etmek gereKir. )

~04A - 145~



Soru: x = log i1 22 sayisinin ¢6ziim araligini bulunuz. ( Tabanda
7

dizenleme yapmak gerekir. )

~ 04A - 146 ~



Soru: x =1logi10 vey = log 1 4 sayillarinin ¢éziim araligini
2 3

bulup sayilar1 karsilastiriniz.

~ 04A -147 ~



Soru: x=1log15,y =1logi118 ve z = log 1 12 sayilarinin
2 2 2

cozum araligin1 bulup sayilari karsilastiriniz.

~ 04A -148 ~



Soru: x =logs 0,02 sayisinin ¢oziim araligini bulunuz.

( Ondalikli say1y1 diizenlemek gerekKir. )

~ 04A - 149 ~



Soru: x =log; 0,125 sayisinin ¢6ziim araligini bulunuz.

~04A -150~



( Bu boliimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )
12.1.2.1. Logaritma fonksiyonu ile tistel fonksiyonu iliskilendire-
rek problemler ¢ozer.

a) a € R*- {1} olmak iizere logaritma fonksiyonunun
grafigi uistel fonksiyonun grafiginden yararlanarak c¢izilir. y = a*
ve y = log ; x fonksiyonlarinin grafiklerinin y = x dogrusuna
gore simetrik oldugu belirtilir.

b) a€ R™- {1} olmakiizere f: R* —R, f(x) = log,x
logaritma fonksiyonunun a > 1 ic¢in artan fonksiyon, 0 < a < 1
icin azalan fonksiyon oldugu verilir. a nin aldig1 degerlere gore
logaritma fonksiyonunun grafiginin degisimini incelemek i¢in
bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilir.

~04A - 151 ~



Logaritma Fonkstyonun Grafifi

f: R"—w R,y =f(x) = log,x logaritma fonksiyonu-
nun grafigini ¢cizmek i¢in;
e Xx'e a tabanina uygun degerler verilerek fonksiyonun
gectigi noktalar isaretlenir.
e Logaritma fonksiyonun tanim kiimesi i¢in grafigin siniri

belirlenir. Bulunan noktalardan gecen egri grafigi cizilir.

~04A-152 ~



Soru: y=f(x)= log,(x - 1) fonksiyonunun grafigini

Cciziniz.

~04A-153 ~



~04A -154 ~



Soru: y=f(x)=logs(x + 1) fonksiyonunun;

A') Grafigini ¢iziniz.

~04A -155~



~04A-156 ~



B ) Fonksiyonun artan - azalan ve bire - bir olma durumunu ince-
leyiniz.

~04A-157 ~



Soru: y=f(x) = log,x - 3 fonksiyonunun;

A') Grafigini ¢iziniz.

~04A -158 ~



~04A-159 ~



B ) Fonksiyonun artan - azalan ve bire - bir olma durumunu ince-
leyiniz.

~04A-160 ~



Soru: y=f(x)=log:1(x + 2) fonksiyonunun;

3

A') Grafigini ¢iziniz.

~04A-161~



~04A-162 ~



B ) Fonksiyonun artan - azalan ve bire - bir olma durumunu ince-
leyiniz.

~04A-163 ~



Not: Cizdigimiz grafikler incelenirse f : Rt — R,

f( x) =log,x fonksiyonunda; A) a > 1 ise fonksiyon artan-
dir. B) 0 < a <1 isefonksiyon azalandir.

Soru : Grafigi verilen logaritma fonksiyonlari icin a, b ve c sayi-

yﬁ lar1 arasindaki siralamayi bulunuz.
log . x
log, x
0 X
log , x

~04A-164 ~



Not: Grafigi verilen logaritma sorularinda, logaritmanin tanim

kumesi ve grafigin gectigi noktalardan yararlanilir.

Soru : Ay Grafigi verilen logaritma fonksiyonu icin

k ve m degerlerini bulunuz.

<V

y=logy(x +m)

~04A-165 ~



Soru: Ay Grafigi verilen logaritma fonksiyonu icin
. K+m-=?7
y =logy(x-m)

~04A-166 ~



Soru: vy Grafigi verilen logaritma fonksiyonu icin f fonk-

siyonuicin fof ( 3 )= 7?

y=f(x)=log,(x+Db)

~04A-167 ~



~04A-168 ~



Soru: \y : ¥y =log,(x-m)+n  Grafigiverilen loga-
: ma fonksiyonu icin
Kk.m.n =7

~04A -169 ~



~04A-170 ~



Not: y=f(x) = a* ilebufonksiyonun tersiolan
y = f ! (x) =log,x fonksiyonlarinin grafikleri v = x dogru-

suna gore birbirlerine simetriktirler.

Soru: y=2%* ile y = log, x fonksiyonlarinin grafiklerini aym

koordinat sisteminde cizip inceleyiniz.

~04A-171~



~04A-172 ~



Soru: y=f(x)=3%"1 fonksiyonunun y = x dogrusuna

gore simetrigi olan fonksiyonun denklemini bulunuz.

~04A-173 ~



Soru: y=f(x)=5%"1-3 fonksiyonunun y = x dogrusuna

gore simetrigi olan fonksiyon h ( x ) ise h ( 22 ) = ?

~04A-174 ~



12.1.3. Ustel, Logaritmik Denklemler ve Esitsizlikler

Terimler ve Kavramlar: Ustel denklem, logaritmik denklem
12.1.3.1. Ustel, logaritmik denklemlerin ve esitsizliklerin ¢6ziim
kumelerini bulur.

12.1.3.2. Ustel ve logaritmik fonksiyonlari gercek hayat durumla-
rinl modellemede kullanir.

A) Gerc¢ek hayat durumlarindan niifus artisi, bakteri popilas-
yonu, radyoaktif maddelerin bozunumu ( yariomiir ), fosil yaslari-
nin tayini, deprem siddeti ( Richter olc¢egi ), pH degeri, ses siddeti
( desibel ) gibi orneklere yer verilir.

B) Israf ve tasarruf kavramlari hakkinda farkindalik olustura-
cak orneklere yer verilir.

C) Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilir.
~04A - 175 ~



Ustel Denklemler

Bilinmeyenlerin tis olarak kullanildigi denkleme “ uiistel denk-
lem ” ad1 verilir. Denklemlerin ¢oziimunde usli ifadelerin ve
logaritmanin o0zelliklerinden yararlanilir.

Kum[ 1: a*=aYise x =y ( Tabanlar esitse kuvvetler

de esittir. )

oru: 2 1+3% - — jsex =7
S 32

~04A-176 ~



Soru: 83%*t2 = 162x+t10 jge x = 7

~04A-177 ~



Soru : 2X_3=\/2"+51 ise x = ?

~04A-178 ~



Soru: 3**+3 4 3x+1 810 ise x = ?

~04A-179 ~



Kura[2: a*=b ise x = log,b olarakalmr. ( Bir taraf
iki tarafinda tabanim esitlemek miimkiin degildir.

Soru: 11 *=7

~04A-180 ~



1|
=~

Soru: 5% ~-%2=3 jse x

~04A-181 ~



Soru: 2.38"X4+1 =11 ise x =?

~04A-182 ~



Soru: 517X =8 ise x’in cevabini diizenleyip sonucu tek loga-

ritmali1 olarak bulunuz.

~04A -183 ~



x —1
Soru: 3 2z =5 ise x'in cevabin tek logaritmali olarak bulu-

NnuZz.

~04A -184 ~



1|
=~

Soru: 6* 1 =3%1+2 jgex

~04A-185~



Soru: 9x+t1=-¢2x+1 jge x

1|
"~

~ 04A -186 ~



Soru: 4*-5.2¥_-24 =0 isex =?

~04A-187 ~



Soru: 25* +3.5*+t1_16=0 isex =7?

~ 04A -188 ~



Soru: 9X-3Xt2 414 =0 ise x = ?

~ 04A -189 ~



Soru: e** -9.eX+20=0 ise x =?

~04A-190 ~



13

Soru: 2% -—7=-12 isex =7

~04A-191 ~



~04A-192 ~



Soru: 25*-3.10* +2.4* =0 isex = ?

~04A-193 ~



Soru: 9X* -5.15* + 4.25* =0 ise x = ?

~04A-194 ~



Logaritmik Denklemler

Bilinmeyen iceren logaritmali denkleme “ logaritmik denk-
lem ” ad1 verilir. Denklemlerin ¢oziimiinde usli ifadelerin ve

logaritmanin 0zelliklerinden yararlanilir.

e log,f(x)=Db ise f(x) = aP olarak alinir.
(a>0, a1 ve f(x) >0 olmahdir.)

*** Tek logaritmali denklemlerde taban say1 ise

logaritmanin sartini kontrol etmeye gerek yoktur.

~04A-195~



Soru: log,25 = 2

Soru: logz(x+1) =4

~ 04A-196 ~



Soru: log,(3x-5)=2 ise x =?

~04A-197 ~



X
Soru ; logz(?—1)=5 ise x = ?

~04A -198 ~



~04A -199 ~



Soru: logi:i(5x-3)=3 isex =?7?
2

~04A -200 ~



Soru: log,[log,(x-4)]=1isex =7

~04A-201~



Soru: logs[20 +log, (3 +x)] =2 isex =7

~04A-202 ~



Soru: log,[logz(3-2x)+12] =4 isex =?

~04A -203 ~



Soru: log[logz;(-5x+2)+97]=2 isex =7

~ 04A - 204 ~



Soru: In[log,{logs(6x+1)}]=0 isex =7

~04A-205~



Soru: log,(x*-4x) =75 isex =?

~04A -206 ~



Soru: 0,125 sayisinin hangi tabandaki logaritmasinin sonucu

- 3'tur?

~04A-207 ~



Soru: x ve y pozitiftamsayllardir.log ( x.y ) = 8 ve

log(x/y ) = 6 ise x ile y sayilarin1 bulunuz.

~04A -208 ~



Soru: (logsx)? -2logsx -24 =0 ise x =?

~04A -209 ~



Soru: (logx)? - 13logx + 40 = 0 ise denklemi saglayan x

degerlerinin ¢carpim sonucu ka¢c basamakhdir ?

~04A-210~



Soru: (log,x)? -log,x*-5=0 isex =7

~04A-211~



Soru: logzx + . logzx -2 =20 ise x =7

~04A-212 ~



Soru: log,x =log,2 ise x = ?

~04A-213 ~



Soru: logzx +log,3 -2=0 isex =7

~04A -214 ~



~ 04A -215~



5
Soru: log,x + log,2 = Py ise x = ?

~04A-216 ~



~04A-217 ~



Soru: x!°8% = x,10°% ise x = ? ( Esitligin iki tarafinda da uygun

tabanh logaritma alinir. )

~04A-218 ~



~04A-219 ~



Soru

Ox = x1083X jge x

~ 04A -220 ~



~04A -221 ~



Soru: logi;x +logz(x +6) =23 ise x =? ( Ayrilogaritma-

larda bulunan ¢oziim logaritmanin sartini saglamahdir. )

~ 04A - 222 ~



~04A -223 ~



Soru: log,(x-6)+log,(x+8)=5 isex =7

~ 04A - 224 ~



~ 04A - 225 ~



Soru: logs(x+2)+logs(x-6)=2 isex =?7?

~04A-226 ~



~ 04A - 227 ~



Soru: logs(2x-1)-logs(x+1)=1 isex =?

~ 04A - 228 ~



~ 04A - 229 ~



Soru: log(x-2)-log(8x+30)=-1 isex=7?

~04A -230 ~



~04A-231~



1 1
Soru . - =2 ise x = ?
log7ox logox

~ 04A -232 ~



Soru: 5'°8x 4 xlog5 =50 jse x =? (al°8p€= c'%8bv2 jdj.)

~04A -233 ~



Not: log,f(x)=log,h(x) < f(x)=h(x)

olarak alinir. Yani logaritmada fonksiyon kisimlari ayni ise logarit-
malarin tabanlari da birbirine esittir. Veya logaritmalarin tabanlari

esit ise fonksiyon Kisimlari da birbirine esit olmalidir.

(a>0,a*1, f(x)>0ve h(x)>0 olmahdir.)

Soru: log x-2y(3x-7)=log(3x-7) isek =7

~ 04A - 234 ~



Soru: logs(2x-6)=1log:(12 -x) ise x =?

~04A -235~



Soru: logs(5x)=logs(x%+4) isex =?

~04A -236 ~



Soru: 21+logsax = g jse x = ?

~ 04A -237 ~



Ustel Esitsizlikler

Ustel esitsizliklerde a™(*) < akK(X) o]sun.

e a>1ise h(x) < k( x) olarak alinir. 1 ’den biiyiik

sayllarin kuvveti buyudikce kesrin degeri de buyilir.

e 0<a<1ise h(x) > k( x) olarakalinr. 0 ile 1

arasindaki sayilarin kuvveti buyudiikce kesrin degeri de

kuculir.

~04A -238 ~



2% < 23 ise 4 < 8 olur. Kuvvetlere bakarsak 2 < 3 'tiir.
(1/2)%? < (1/2)3% ise 1/4 > 1/ 8 olur.Yani
0,25 > 0,125 olur. Kuvvetlere bakarsak 2 < 3 ’tir.

Soru: (5/2)3%+ 1 <« (5/2) X% 2 esitsizligini saglayan

X degerlerinin ¢oziim Kiimesini bulunuz.

~04A -239 ~



Soru: (3/11)**t%* < (3/11 )%~ 2 esitsizligini saglayan

X degerlerinin; A) Cozim kiimesini bulunuz.

B) Cozim Kiimesindeki dogal sayilarin toplami kac¢ olur ?

~ 04A - 240 ~



Soru: (4/7)* 1 > (7/4)° 3% esitsizligini saglayan x

degerlerinin ¢oziim kiimesini bulunuz.

~ 04A - 241 ~



Soru: (9/25) X~ 1 < (3/5)%%~1 esitsizligini saglayan

X degerlerinden en buyiik negatif tam sayiy1 bulunuz.

~ 04A - 242 ~



Soru: (4/9)**t1 < (27/8 )%~ 2 esitsizligini saglayan x

degerlerinin ¢oziim kiimesini bulunuz.

~ 04A - 243 ~



Logaritmal Esitsizlikler
Kural 1: Logaritmal esitsizlik log,h (x) < log.k ( x )

olarak verilsin.
e a>11ise h(x) < k( x) olarak alinir. Logaritma
fonksiyonu artandir ve esitsizlik yon degistirmez.

4 < 8 olsun. log,4 < log, 8 — log,2% < log, 23

2.log,2 < 3.log,2 —— 2 < 3 olur.Yaniislem dogrudur.

e Ayrica h(x) >0 ve Kk(x) > 0 olmalidir.
**% Bulunan ¢ozum araliklariin ortak oldugu Kisim bize
logaritmali esitsizligin ¢oziim Kiimesini verir.
Not: *** Tabani esitsizligin karsisina atip, esitsizligi ayni1 almak

cozumiu kolaylastirir.
~ 04A - 244 ~



Birden fazla esitsizlik olacagindan tablo sisteminden yararlanila-
bilinir.

Soru: log;(x +5) < 2 esitsizligini saglayan x degerlerinin

¢ozum Kiimesini bulunuz.

~ 04A - 245 ~



Soru: log(2x - 12 ) < 1 esitsizligini saglayan x tam sayilari-

nin toplam kacg olur ?

~ 04A - 246 ~



Soru: 3.log,(2x -4)-5 =1 esitsizligini saglayan x sayi-

larinin ¢ozum araligi ne olur ?

~ 04A - 247 ~



lo x+1
Soru . 85 ( > ) + 8 < 9 esitsizligini saglayan x sayi-

larinin ¢ozum araligi ne olur ?

~ 04A - 248 ~



Soru: f(x)=y2-1logz(x— 1) fonksiyonunu saglayan x

sayllarinin ¢6ziim araligi ne olur ?

~ 04A - 249 ~



Soru: logzx + log:3 < 2 esitsizligini saglayan x sayilarinin

¢ozum araligi ne olur ?

~ 04A - 250 ~



Soru: 1 < logz(2x-1) < 2 esitsizligini saglayan x sayila-

rinin ¢ozum araligi ne olur ?

~ 04A - 251 ~



Soru: 1 < log,(6 -x) < 3 esitsizligini saglayan x tam sa-

yilarinin toplami ne olur ?

~ 04A - 252 ~



Soru: log,[logs (x+2)] £ 1 esitsizligini saglayan x sayi-

larinin ¢ozum araligi ne olur ?

~04A -253 ~



~ 04A - 254 ~



Soru: logs[log,(x-1)] > 1 esitsizligini saglayan x sayi-

larinin ¢ozum araligi ne olur ?

~04A - 255~



~ 04A - 256 ~



Soru: Bir ABC ii¢geninde; | AB| = log3 , | BC| = log 6 ve

| AC| = log ( 2x ) ise x'’in alabilecegi ka¢ tamsay1 degeri vardir ?

( Hatirlatma : ( U¢gen Esitsizligi ) Kenar uzunlugu a,b ve c br

olan biriicgende |a — b | < ¢ < a + b olarak alinird. )

~ 04A - 257 ~



Soru: logs(x?% - 4x) < 1 esitsizligini saglayan x sayilarinin

¢ozum araligl ne olur ? ( Coziimde tablo sisteminden faydalanilir. )

~04A -258 ~



~ 04A - 259 ~



Soru: log;(x? +2x + 1) = 2 esitsizligini saglayan x sayila-

rinin ¢ozum araligi ne olur ?

~04A -260 ~



~04A-261~



Soru: log,(x-3)+log,(x+ 1) > 5 esitsizliginin ¢6ziim

araligini bulunuz.

~ 04A -262 ~



~04A-263 ~



nuz.

) > 2 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulu-

~ 04A - 264 ~



~ 04A - 265 ~



Soru: logz(x-3)-logz(x+ 2) <1 esitsizliginin ¢éziim

kiimesini bulunuz.

~04A -266 ~



~04A-267 ~



Kural2: Logaritmal esitsizlik log,h(x) < log,k(x)

olarak verilsin.

O0<a<1ise h(x) > k( x) olarakalinir. Logaritma
fonksiyonu azalandir ve esitsizlik yon degistirir.

4 < 8 olsun. log;,,4 < log,,8 —
log,-12% <log,-12%3 —» -1.2.log,2 < -1.3.log,2
-2 < -3 olur. Yaniislem yanlhs oluyor. Bu yiizden islemde
esitsizlik yon degistirmelidir.
4 < 8 olsun. log,,,4 > log;,, 8 olarakalinr.

e Ayrica h(x) >0 ve k( x) > 0 olmahdir.

**%* Bulunan ¢ozum araliklariin ortak oldugu Kisim bize

logaritmal esitsizligin ¢oziim Kiimesini verir.
~04A - 268 ~



Not: *** Tabani esitsizligin karsisina atip, esitsizligi yon degis-

tirmek ¢oziumii kolaylastirir.

Soru: log i1 (x+ 1) > 3 esitsizligini saglayan x sayilarinin
2

¢ozum araligl ne olur ?

~ 04A - 269 ~



Soru: logi1(x-5) < -2 esitsizligini saglayan x sayilarinin
3

¢ozum araligi ne olur ?

~04A-270 ~



X
Soru: log 1 ( ? + 4 ) < 1 esitsizligini saglayan x sayilarinin
5

¢ozum araligi ne olur ?

~04A-271~



Soru: logs[log1(4-x)] < 1 esitsizligini saglayan x sayi-

2
larinin ¢ozum araligi ne olur ?

~04A-272 ~



~04A-273 ~



x +1
Soru: log s ( —" ) > 0 esitsizliginin ¢ozium kiimesini bulu-
: _

nuz.

~04A-274 ~



~04A-275~



Gercek Hayat Durumlan 1le 1lgili Ustel ve
Logaritmik Fonksiyon Problemleri

Gercek hayat durumlarindan; niifus artisi, bakteri popiilas-
yonu, radyoaktif maddelerin bozunumu ( yari omir ), fosil
yaslarinin tayini, deprem siddeti ( Richter olcegi ), pH degeri,
ses siddeti ( desibel ) gibi orneklerle karsilasilmaktadir.

~04A-276 ~



Soru: Radyoaktif bir maddenin yarilanma siiresi, baslangicta

mevcut olan ¢ekirdeKklerin yarisinin bozunmasi i¢in gecen suredir.
Bir radyoaktif ¢ekirdegin birim zamandaki bozunma olasiligina
“radyoaktif bozunma sabiti ” ad1 verilir ve “ A ” ( Lambda ) ile gos-

terilir. Bu durumda radyoaktif bir maddenin yarilanma suresi

In 2

t = 1 formiluyle hesaplanir. ( In2 = 0,693 )

Buna gore bozunma sabiti 0,077 olan bir radyoaktif maddenin

yarilanma suresini ( yil ) bulunuz.

~ 04A-277 ~



Soru: Radyoaktif bir maddeni baslangictaki miktar1 N, gr, bo-

zunmasli sonucu kalan madde miktar1 N gr ve gecen siire t saat ol-

mak iizere N= N, . e”'/4? denklemi ile modellenmektedir. Buna
gore baslangicta 3200 gr olan bir radyoaktif maddeden 7200 dk
sonra Kac gr kalacagini bulunuz. ( Cevabi e tiuriunden bulunuz. )

~04A-278 ~



Soru: Bilesik faiz, bir birim donemde elde edilen anapara ve faiz

toplaminin sonraki birim donemlerde hesaba anapara olarak kati-
larak bu yeni tutar uzerinden faiz hesaplanmasidir. A anapara, n
faiz oran1 ve t faizin uygulandigi zamani gostermek iizere;
S=A.(1+ n/100 )" esitligi, siire sonunda ele gecen paray1
gostermektedir. Buna gore 100000 % ’si olan bir kisi bankaya

% 20 bilesik faiz iizerinden 5 yil boyunca parayi yatirirsa sire
sonunda eline ka¢ £ para gecer?
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Soru: Bir bolgede ortaya cikan bir viriisiin o bolgedeki insanlara

bulasmaya basladigi gorilmiistiir. Virus bulasan bir Kisinin virtsi
her ayin sonunda 3 Kisiye daha bulastirdig: tespit edilmistir.

A) Siurec¢ 1 Kisiile baslasaydi her ayin sonundaki toplam viruslu
sayisl tablodaki kisma sira ile yazilacaktir. Buna gore t ay sonunda
virusiin toplamda Kkac Kisiye bulasacagini hesaplayiniz.
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Artis

Ay Sonu Toplam

Baslangic

1. Ay

2. Ay

3. Ay

4. Ay




B) Bolgedeki 4096 Kisiye virusiin bulasmasi ka¢ ay1 bulur ?
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Sorwu: Bir bakteri tiiriiniin sayis1 her saatte 2 katina cikmaktadir.

Baslangictaki bakteri sayis1 10 olduguna gore;

A) t saat sonraki toplam bakteri sayisini veren ifadeyi bulunuz.
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B ) Bu bakteri tiiru yaklasik ka¢ saat sonra baslangictaki sayisi-
nin 1000000 katiolur? ( log2 = 0,3 alimz. )
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Not : ( x Katina Cikma Siiresi ) Popiilasyonun baslangic hacmi

n, ve popiilasyonun x katina ¢ikma siiresi a olsun. Bu durumda t
zamaninda popiilasyonunhacmi n(t) = n, . x /2 seklindedir.

Burada a ve t ayni zaman birimlerinde o6l¢iimlenir.

Soru: Ideal kosullar altinda belirli bakteri popiilasyonu her bir

dort saatte ii¢ katina ¢iksin. Baslangicta bir koloni de 5000 bakteri
olsun. Kac¢ saat sonra kolonideki bakteri miktar1 135000 olur ?
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Soru: Hidrojen iyonu derisimi ( bir ¢ozeltide ¢6ziinmiis olarak

bulunan madde miktarina ) matematiksel olarak pH = -log[ H ™ ]
esitliginden elde edilmektedir. pH < 7 ise cozelti asidik, pH = 7
ise cozelti notr, pH > 7 ise ¢ozelti baziktir.
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Buna gore;
A) pH degeri 5 olan bir cozeltideki [ H™ ] derisimini bulunuz.

~ 04A - 288 ~



B) [ H'] degeri 3.10 8 olan ¢ozeltinin pH degerini bularak,
asit - bazik durumunu inceleyiniz. ( log3 = 0,4 alimz. )
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Soru: Bir ses kaynaginin ses diizeyi olan desibel ( dB ) ; olustur-

dugu ses siddetinin, uluslar arasi ses siddeti I, = 10~ '? watt/m?2

( bir insanin duyabilecegi en diisuik ses siddeti ) degerine oranlama-

s1ile bulunur. I : Kaynagin ses siddeti , L = Ses diizeyi olmak uize-

I

re(dB) L = 10.log ( — ) ifadesi ile bulunur. Ses seviyesi ve

Lo

aciklamasi alttaki tabloda ornek olarak verilmistir.

Ses Seviyesi : 0 dB [ Insan kulaginin duyabilecegi en diisiik ses siddeti
30 dB Fisilt1, sessiz konusma
50 dB Buzdolabi, havalandirma sesi
70 dB Tv, bilgisayar sesi
80 dB Alarm sesi, fabrika guirultiisu
100 dB Cop kamyonu sesi
120 dB GoOK giiriltiisi, ucagin havalanisi
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Delici cekic¢ (Insan kulaginin zarar gérmeden
130 dB : o g : :
duyabilecegi en biiyik ses siddeti )
150 dB Jet ucaginin kalkisi
Buna gore;

A) Bir ses kaynaginin siddeti 10 ~7 watt/m?2 ise ses diizeyi ka¢ dB
olur ? Ayrica ses duzeyi tablodaki hangi gruba dahildir ?
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B) 70 dB ses diuizeyine sahip olan ses siddeti, fisilt1 ile konusma-
dan ¢ikan ses diizeyinin kac¢ Kkati ses siddetine sahiptir ?
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Soru: Genlik, bir dalganin normal konumundan yiikselme ve al-
calma mesafesidir. Genlik, dalgay1 ortaya ¢ikaran enerjinin mikta-
rina baghdir. Mikron ( 1 mm = 103 mikron ) cinsinden élciilen
maksimum genlige ( siddetine ) d ve depremin Richter ol¢cegine
gore buyuklugine R denilir. R = logd ile hesaplanir. Buna gore;
A) Maksimum genligi 80 mm olarak olgiillen bir depremin Richter
Olcegine gore buyuklugiinii bulunuz. ( log2 = 0,301 alimiz. )
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B ) Richter Ol¢egine gore; 1992 yilindaki Erzincan’da yasanan 6,8
biiyiikliigiindeki deprem, 2019 yilinda Istanbul’da yasanan 5,8
buylikliigiindeki depremin siddetinin ka¢ katidir ?
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( Bu boluimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12. 2. DIZILER
12.2.1. Gercek Sayi Dizileri

Terimler ve Kavramlar: Dizi, sonlu dizi, sabit dizi, aritmetik
dizi, geometrik dizi, Fibonacci dizisi

Sembol ve Gosterimler: (a,), ), S,

12. 2. 1. 1. Dizi kavramini fonksiyon kavramiyla iliskilendire-
rek aciklar.

A') Diziler konusunun tarihsel gelisim siireci hakkinda bilgi

verilir.
B ) Sonlu dizi, sabit dizi ve dizilerin esitligi verilir.

~ 04A -296 ~



12.2.1.2. Genel terimi veya indirgeme bagintisi verilen bir

sayl dizisinin terimlerini bulur.

12.2.1.3. Aritmetik ve geometrik dizilerin 0zelliklerini
kullanarak islemler yapar.
A) IIk n terim toplami bulunur.

B ) Toplam sembolii tanitilir ancak ozellikleri verilmez.

12. 2. 1. 4. Diziler yardimiyla gercek hayat durumlari ile ilgili

problemler ¢ozer.
Aritmetik, geometrik ve Fibonacci dizilerine dogadan, cesitli

sanat dallarindan ornekler verilir.
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DIZILER
Gercek Say1 Dizileri

Pozitif tam sayilar kimesinden gercek ( reel ) sayilar kiimesine

tanimlanan her fonksiyona “ dizi ( gercek say1 dizisi ) ” ad1 verilir.
f: Zt— R olsun. n € Z* olmak iizere f fonksiyonunun

( dizisinin ) elemanlary; f(1) =a, ,f(2)=a, ,f(3) = a3,

..., f(n) = a, biciminde yazilabilir.
(a,)=(a;,a,az,...,a,,...) diziolarak gosterilir.

a, ifadesine dizinin n. terimi veya genel terimi adi verilir.

Kum[ . ( a, ) bir dizi belirtiyorsa,
1) n€Z  olmahdir. (n —1,2,3,4,...)

2 ) Diziyi tanimsiz yapan deger olmamahdir.
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Soru : Altta verilen fonksiyonlarin dizi olup olmadigini belirtiniz.
A) f: Z*V—R,f(n)=3n+1

n+ 6
2n — 4

B) f: Z*V-{2}—R,f(n) =

: T =
C) f: Z R,f(n)=——
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D) f: Zt—R,f(n)=+vn -5

E) f: ZtV L R,f(n)=(—-1)"
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Soru : Altta verilen ifadelerin bir dizinin genel terimi olup olama-

yacagini belirtiniz.

A 6 B n + 1
. = =

) an=" """, ) an=5 11
C) a,=vn+5 D) an=?{/n—2
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E) a,= 11 F) a,=n? + 8n - 4

G) a, = tann’ H) a,=log:(n-2)
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Soru: (a,)=(3,5,7,9,...) dizisinin genel terimi asagi-

dakilerden hangisi olabilir ? ( Sirasiyla a; , a, , a3 , a, degerle-
ri incelenirse bulunan sonuc¢lar n sayilarinin; kati, kati ve fazlasi -

eksigi, kuvveti, kuvveti ve fazlasi - eksigi v.b. iliski icinde olabi-
lir. )

A) a, =2n-1 B) a, =n%+1
C) a, =2n+ 1 D) a, = n%-1
E) a, =n + 2
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Soru :

A) a,

C) a,

E) a,

(a,)=(1,4,7,10,..

gidakilerden hangisi olabilir ?

3n - 1
n 2
3n + 2

B) a,=3n+1

D) a, = 3n - 2

. ) dizisinin genel terimi asa-
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3n + 1
n

) dizisinin ilk dort terimini bulunuz.

Soru: (a,) = (

( n’e sirasiyla degerler verilir ve sonuc¢lar bulunur. )
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Soru: (a,) = (\/ n + 2 ) dizisinin ilk dort teriminin ¢carpimini

bulunuz.
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Soru: (a,)=(2,5,10,17,...,n%+1,...) dizisinin

ilk alt1 teriminin toplamini bulunuz.
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. (-H)*(n+1)
Soru: Genelterimi a, = " dizisinin ilk iic

teriminin toplamini bulunuz.
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Soru: Genelterimi a, =3 + 6 + 9 + ...+ 3n olan dizisinin

ilk dort teriminin toplamini1 bulunuz. ( n ‘e say1 verildiginde, o kis-
ma kadar olan grup isleme dahil olarak alinir. )
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Soru: Genelterimi a, =2 + 22 + 23 + ...+ 2" olan dizisi-

nin ilk bes teriminin toplamini bulunuz.
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r n— 1
Soru: Genel terimi , n tekise
n+5

a, = 1

. n%+ 4 , n ciftise
veriliyor. Buna gore a-:.a, + ag = ? ( n yerine verilen sayi sarti

sagladig1 yerde kullanilir. )
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Soru: Genel terimi 5-n% , n+1=3Kk ise

a, =1 12/n , n+ 1 = 4Kk ise

. 3n+5 , n+ 1 = 5k ise

veriliyor. Buna gore a;zs + a4, + ag = ?
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3n + 1
n + 2
nin 5.terimineolur? ( 1.Yol: n yerine 2n - 1 yazilir ve yeni

dizi bulunur ve sonrasinda 5. terimi elde edilir. 2.yol: Istenen di-
zinin bir terimini bulmak icin ilk dizide uygun say1 kullanilir. )

Soru: (a,) =(

) dizisi veriliyor. ( a,, _ { ) dizisi-
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Soru: (a,)=(+Vn+ 2 ) dizisiveriliyor. ( a, , 5 ) dizisinin

2.terimiile ( a;, _ 1 ) dizisinin 3. teriminin toplami ne olur ?

~04A -314 ~



Soru: (a,_,) = (2" *1) dizisiveriliyor.( a, ; 4 ) dizisinin

8. terimi ne olur ?
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6 — 2n
n + 3

( Dizinin genel terimi verilen sayiya esitlenir ve denklem ¢oziimiin-
den istenen bulunur. )

Soru: (a,) = ( ) dizisinin kacinci terimi -1 olur?
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Soru: (a,) = (log,( 3n + 5) ) dizisinin kacinci terimi 5

olur ?
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Soru: (a,)=(n?%-5n-22) dizisinin kacinci terimi - 8

olur ?
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12 — n
n + 6

( a, > 0 olmasiisteniyor. Esitsizlik ¢oziimlerinde tablo sistemin-

den faydalanilir. Coziim kiimesi bulunurken dizi sartiyani n € Z+
oldugu dikkate alinmahidir. )

Soru : (an)=(

) dizisinin kac terimi pozitif olur ?
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n? — 2n — 15
2n — 1

) dizisinin kac terimi pozitif

Soru: (a,) = (
degildir ?
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Soru: (a,)=(-n?-5n+ 4) dizisinin kac terimi - 10 sayi-

sindan buyuktir ?
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Hatirlatma: f( x ) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda;
A) a < 0 ise k degeri fonksiyonun en bilyuk degeridir.

B) a > 0 ise Kk degeri fonksiyonun en Kiiciik degeri idi.

b
r = - EN olup Kk=f(r ) idi. k= a, isteneni verir.
4a.c — b?
Veya K = in olarak ta bulunabilir.

Not: r tam saylise mavi Kisimdaki k formiilii uygulanabilir.

*** Ama r tam sayi olmazsa dizide n pozitif tam say1 olmasi

sart1 oldugu icin bulunan r 'nin en yakin tam sayi1 komsusu i¢cin k

degeri bulunur. k 'nin mavi Kisimdaki formiilii uygulanmaz.
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Soru: (a,)=(n?%-8n+ 12 ) dizisinin en Kiiciik terimi kac

olur ?
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Soru: (a,)=(-n?+ 6n + 5 ) dizisinin en biiyiik terimi kac

olur ?
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Soru: (a,)=(n?%-5n+ 24 ) dizisinin en Kiiciik terimi kac

olur ?
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Not 1: Payi ayrilabilir kesirli bir dizinin tam say1 olmasini sag-

layan n degerlerini bulmak icin kesirde ortak payda ayrilir. Sade-
lesenlerden sonra kalan Kesirli kismi tam say1 yapan n degerlerini

bulmak isimizi kolaylastirir. n € Z* oldugu unutulmaz.

6n — 30
n

) dizisinin kac¢ terimi tam sayidir ?

Soru : (an)=(
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3n? + 45 — n

n

) dizisinin kac¢ terimi tam

Soru : (an)=(

sayidir ?
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Not 2: Payiayrilamayan Kesirli bir dizinin tam say1 olmasini

saglayan n degerlerini bulmak i¢in kesirde pay paydaya bolunitr.

Polinomlarin bolinmesindeki yontem kullanilir. Verilen kesir

A + Pa]:'da seklinde yazilir. Boylece paydaya B '’yi
Pay Payda tam bolebilecek n tam sayilari
- A bulunur. n € Z* ( dizi sart1 )
B oldugu unutulmaz.
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n — 16
n + 4

) dizisinin kac¢ terimi tam sayidir ?

Soru : (an)=(
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3n + 30
n + 2

) dizisinin kac¢ terimi tam sayidir ?

Soru : (an)=(
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n? + 3n + 23
n +1

) dizisinin kac¢ terimi tam sa-

Soru: (a,) = (
yidir ?
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2n? — 5n — 6
n + 3

) dizisinin kac¢ terimi tam

Soru : (an)=(

sayidir ?
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‘Not : Bir terimi kendinden onceki bir veya birkac terim cin-

sinden tanimlanabilen dizilere “ indirgemeli dizi ” ad1 verilir.
Az sayida verilen terimleri n’e sirasiile uygun degerler vere-
rek bulmak mumkiindiir. Cok sayida hesaplama gerektiren
durumlarda sonugclari tek tek bulmak yerine gidisata gore
taraf tarafa toplama veya ¢carpma yaparak birbirini gotiiren

elemanlar bulunur.
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Soru: a,,,=a, + n+5 indirgemeli bir dizi veriliyor.

az; =11 1ise agy = ?
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Soru: a, =6n -2+ a,_, indirgemelibir dizi veriliyor.

a; =5isea, =?
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2

Soru: a,,, + a,,q = n* indirgemeli bir dizi veriliyor.

ag = 30 ise a, = ?
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Soru: a,,q,=a,-a,_, indirgemelibir dizi veriliyor.

a;{ =6 ve a, =10 ise ag = ?
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Soru: a, .- a, =n indirgemeli bir dizi veriliyor. a; = 4 ise

2 S~

dgo =
( Not: Aradakifark 1 ise n yerine gelen sayilar 1 arttirilarak

alinir. Aradaki farkin sonucuna gore n sayilari uygun secilir.

Cok sayida hesaplama gerektiren durumlarda sonuclari tek tek
bulmak ¢ok uzun siirer. n yerine sirasi ile once 3 deger alinir.
Ara bosluk birakildiktan sonra istenilen son terim icin n degeri
alinir. Gidisata gore birbirini sadelestiren ( taraf tarafa toplama
veya carpma ) ifadeler bulunur ve istenen sonuc elde edilir.

n.(n+1)

Cozimde 1 + 2 +3 +...+ n = > esitliginden

yararlanilir. )
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a, .1 - a, = n indirgemeli bir dizi veriliyor. a; = 4 ise agy = ?
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Soru: a, ., = a, + n indirgemeli bir dizi veriliyor. a; = 3 ise

bu diZinin; A) d100 = ?
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a,+1 = a, + n indirgemeli bir dizi veriliyor. a; = 3 ise bu

dizinin; B) Genel terimini ( yani a, ifadesini ) bulunuz.
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Soru: a,., - a, =n + 1 indirgemeli bir dizi veriliyor.

a; =9ise a, g =7

~04A-351~



~04A -352 ~



Soru: a, ., =n.a, indirgemelibir dizi veriliyor. a,; = 7 ise

a100 =? (1.2.3...n = n! esitliginden yararlanilir. )
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n.a, ., indirgemeli bir dizi veriliyor. a, = 30!
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Tamim : Sirh sayida elemana sahip olan dizilere “ sonlu dizi ” ad1

verilir. A, kiimesi n elemandan olusur.
A, ={1,2,3,4,...n} olur.SiirhKkiimenin elemanlari

dizinin genel teriminde kullanilarak sonlu dizinin elemanlari bu-

lunmus olur.

Soru: A, ={1,2,3,4) veriliyor.a,: A, — R ise

(a,) = (n? + n) sonludizisinin elemanlarinin toplamini bulu-

NnuZz.
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TJanum : Biitiin terimleri birbirine esit olan dizilere “ sabit dizi ”

adi verilir.

( a, ) sabitdiziise a; =a; =az =...=a, =... olur.

Soru : Alttaki dizilerin sabit dizi olup olmadigini kontrol ediniz.
A) (ag)=(1""?) B) (ap,)=(-6)
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C) (ap)=(sin(nm)) D) (ap) =(n?)
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nT
E) (an)=C(cos(—~))
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Soru: Kke€Z' olsun. (a,) = (( —1)" K ) dizisi sabit bir

dizi ise asagidaki maddelerden hangisi - hangileri kesin dogrudur ?

I. K bir tek tam sayidir.

[1. Kk bir ¢ift tam sayidir.
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III. n + k toplam bir tek tam sayiduir.

IV. K" bir cift tam sayidir.
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Soru: (a,)=(8n- 2k + 5 + kn ) dizisi sabit bir dizi ise k

sayisinl ve dizinin sonucunu bulunuz. ( Hatirlatma: f(x ) = a

sabit fonksiyonunda x’li terim bulunmazdi. Yani x ’li gruplarin kat-
sayilari sifirlanirdi. )

(a,)=(8n -2k + 5 + kn )
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Soru: (a,)=((k-4)n?2+6n-2tn+k+t+1) dizisi

sabit bir dizi ise a 2019 — ?

(a,)=((k-4)n’+6n-2tn+k+t+1)
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2n + 3
9 — kn
( a, ) dizisini bulunuz. ( Not: Dizinin herhangi iki elemani birbi-

) dizisi sabit bir dizi ise k sayisini ve

Soru: (a,) =(

rine esitlenir ve istenen bulunur. )
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2n + 3
(a,) = ( ) dizisi sabit bir dizi ise Kk sayisinive ( a, )

9 — kn
ax + b
dizisini bulunuz. ( Hatirlatma: f( x ) = = + d sabit fonksiyon
X
a b
ise ? = — olarak alinirdi. Yani pay ile paydadaki benzer terimle-

rin orani birbirine esittir. )
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3n + 10 — kn

25 + 10n
sayisinive ( a, ) dizisini bulunuz.

Soru: (a,) = ( ) dizisi sabit bir dizi ise k
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kn? + 2n + m

4n? + 5 + 10n
ve m sayisini, ( a, ) dizisini bulunuz.

Soru: (a,) = ( ) dizisi sabit bir dizi ise Kk
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Tamim: Her n € Z™ icin (a, ) ve ( b, ) dizileriicin

(a, ) = ( b, ) isebuikidiziye “ esit diziler ” ad1 verilir.

Soru: Genelterimleri; a, = cos(nm),b,=(—-1)" ve
Ch =log(n+1)y(n+1) olan (a,), (b, ) ve ( c,) dizile-

rinden esit olan dizileri bulunuz.
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Soru: Genelterimleri a, =3n-9+Kk ve b, =8n + m - kn
olan ( a, ) ve ( b, ) dizileri birbirine esitise K. m = ?

( Polinomlarin esitligindeki yontem Kkullanilir. Benzer terimli ifa-
delerin katsayilar1 birbirine esitlenir. )

a,=3n-9+Kk b, =8n + m - kn
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Soru: Genelterimleri a, = 2n? + kn - 9 + 5n ve

b,=8n+t-mn? + 4 olan (a, ) ve ( b, ) dizileri birbirine

esitise K + m + t =?

~04A-370 ~



Toplam Sembolii

Sonlu sayida bir dizinin sirali elemanlarinin toplamini tek
seferde toplam sembolil ile gosterebiliriz. Toplam sembolu ); ile
gosterilir.

n
Zak=ar+ar+1+ar+2+.-.+an
Kk=r

olarak gosterilir. k degisken (indis ), r alt sinir, n ’de ust sinir

olarak adlandirilr.

Ornegin,
3
Z(2k+1)=(2.1+1)+(2.2+1)+(2.3+1)
k=1
=3+ 5+ 7 olarakagilir.
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Soru : Altta toplam sembolii ile verilen dizilerin acik halini bulu-

NnuZz.

8
A) Y, (k2-3)=

k=5

~04A-372 ~



19

B) Y (—1)k.(k+2)-=

k =15
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Soru: Altta acik halde verilen toplam islemlerini toplam sembolii

kullanarak yaziniz.
A) 4+6+8+10+ ...+ 32 =

B) 13 +16 + 19 + 22 + ... + 61 =
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C) 0+3+8+15+ ...+ 99 =

D) -1+2-3+4-5+-...-149 + 150 =

~04A-375~



ARITMETIK DIZILER

Ardisik terimleri arasindaki farkin sabit oldugu dizilere “ arit-

metik dizi ” ad1 verilir.
d92 —dq = d3 —dp =d3 —d2 =...=d,4+1 —~dy, =T
ise (a, ) bir aritmetik dizidir.
I sabit sayisina aritmetik dizinin “ ortak farki ” adi verilir.

Ornegin;(a,)=(5,9,13,17,...,4n+1,...)

dizisini inceleyelim.

a, —a1 =az -ady =aAz3 -Ad3 =...=ad,4+1 - a, = 4 oldugun-

dan ( a, ) dizisi aritmetik bir dizidir.
~04A - 376 ~



Soru: Genelterimi a,= 3n + 5 olan dizi bir aritmetik dizi

midir ? ( Dizinin elemanlari sira ile bulunur ve artisin sabit olup

olmadigina bakilir. )

~04A-377 ~



2

Soru: Genelterimi a,= n“ - n olan dizi bir aritmetik dizi

midir ?

~04A-378 ~



Kum[ . (a, ) aritmetik bir dizi olsun. Dizinin ilk terimi a, ve

ortak farki r olsun.

(an)=(alJaZtaSJa4!"')
™ e ™V
+r +r +r

d1

a, = aq +r

az =a, +r=a;+r+r=aq+2r
a, =az +r=a; +2r+r =a4 + 3r

a, =a; +(n-1).r olarakalinir.
~ 04A - 379 ~



Soru: 11k terimi - 15 ve ortak farki 5 olan aritmetik dizinin

yirminci terimi ka¢ olur ?

~ 04A - 380 ~



Soru: Ilk terimi 7 ve ortak farki - 2 olan aritmetik dizinin genel

terimini bulunuz.

~04A - 381 ~



Soru: Ilkterimi 11 ve ortak farki 4 olan aritmetik dizinin kac¢in-

cl terimi 75 olur?

~ 04A - 382 ~



Soru: (a,) aritmetik dizisinde a, ,; = a, + 5 olup

a4 = 60 ise a; =7

~ 04A - 383 ~



Soru : Bir aritmetik dizinin ilk terimi dizinin ortak farkinin Kkare-

sine esittir.a, = -9 ise a5 = ?

~ 04A - 384 ~



~ 04A - 385 ~



Soru: (a,) aritmetik bir dizidir. Buna gore
av + aq1 + a21

?

d13

~ 04A - 386 ~



Soru: (a,) aritmetik bir dizidir. Buna gore

a7 + a1s5
daq12 +azq + a2

?

~04A - 387 ~



Soru: -3 ile 21 sayilar1 arasina bir aritmetik dizi olusturacak

sekilde bes say1 yerlestiriliyor. Bu sayilar ne olmalidir ?

~ 04A - 388 ~



Soru: 5,a,c,d,e,f,g,hve 53 sayilar bir aritmetik di-

Zi olusturuyor. Buna gore bu sayilarin toplamini bulunuz.

~ 04A - 389 ~



Soru: Bir dortgenin ardisik i¢ acilar1 bir aritmetik dizi olusturu-

yor. Dortgende en Kiiciik ic a¢1 63° ise diger i¢ acilar kac¢ derece ol-

mahidir ?

~ 04A -390 ~



ag — a
q p - L ] L] L] [ ] -
r = isleminin sonucu dizinin ortak farkini verir.
q-—Dp

Soru: (a,) aritmetik dizisinde a3 = 16 ve a3z = 60 ise dizi-

‘Not: Bir (a, ) aritmetik dizisinde a, ve a, terimleriverilirse

nin ortak farkini ve ilk terimini bulunuz.

~04A -391 ~



2.Yol: Verilenler acilir ve taraf tarafa ¢oziimden istenen buluna-

dq13 = 16 ve dg3s = 60

~04A - 392 ~



Soru : IKinci terimi 9 ve on birinci terimi 81 olan aritmetik dizi-

de otuzuncu terim ka¢ olmalidir ?

~04A -393 ~



Kum[ . Bir aritmetik dizide her terim, kendisinden esit uzak-

liktaki iki terimin aritmetik ( toplamlarinin yarisi ) ortalamasi-
dir.

) v v
Ornek1: a,, a , a3 aritmetik bir dizinin ilKk ii¢ terimi olsun.
aq1 + ag
a, = 5 olarak alinir.
v I 1 v

Ornek2: a,,a,,asz, a5, ac aritmetik bir dizinin ilk bes
terimi olsun.
do2 + adgy aq1 + asg

ajz = > veya a3 = 5 olarak alinir.

~ 04A -394 ~



Soru: 2,a,b,c,d, e, 32 biraritmetik dizi olusturuyorsa;

( Istenirse elemanlar tek tekte bulunabilir. )
A) ¢ =7 B) b+d=?

~ 04A - 395 ~



Soru: 1k ucterimi n + 4 , 3n - 1 ve 4n - 1 olan aritmetik

dizinin 4.terimi ne olur?

~ 04A - 396 ~



Soru: (a,) aritmetik diziolsun. a,, + agy = 228 ise agz = ?

( 2.vol: Terimler acilir ve isteneni bulmak i¢cin uygun ¢ozim yapi-
Iir. )

~ 04A - 397 ~



Soru: (a,) aritmetik dizi olsun. ag + a4, = 54 ve

A1 + A3 = 72 ise a3y + Ay = ?

~ 04A - 398 ~



( a, ) aritmetik dizi olsun. a,, = 97 ve a3; = 71 ise

~ 04A - 399 ~



2

Soru: (a,) aritmetik dizi olsun. a{,*- a3* = 96 ve a, = 4

ise a4 =?

~ 04A -400 ~



~04A-401~



Soru: Pozitifterimli ( a, ) aritmetik dizisinde ardisik ii¢ terimin

toplami 30, carpimlari ise 910 olarak veriliyor. Bu terimlerin ka-

releri toplamini bulunuz.

~04A-402 ~



~04A-403 ~



Kum[ . (a,) aritmetik dizisinin ilk n terim toplami S, ile

gosterilir.
n
S, = > (a; + a, ) olarak bulunur.
n
= ?.(a1+a1+(n—1).r)
n
S, = > (2a; + (n-1).r ) esitligindende

yararlanilabilinir.

~ 04A -404 ~



Soru: Birinciterimi 5 ve yirmi birinci terimi 19 olan bir arit-

metik dizide ilk yirmi bir terimin toplami kac¢ olur ?

~04A -405 ~



Soru: Ilkterimi 2 ve ortak farki 9 olan aritmetik bir dizinin ilk

on terimin toplami kac¢ olur ?

~ 04A - 406 ~



Soru: (a,) = (2n + 5) aritmetik dizisinin ilk otuz teriminin

toplamini bulunuz.

~ 04A-407 ~



Soru: (a,) aritmetik dizisinde a, . ; - a, = 3 olup dizinin ilk

on iKki terim toplami1 72 ise dizinin ilk terimini bulunuz.

~ 04A - 408 ~



Soru : IKinciterimi 6, on ikinci terimi 56 olan bir aritmetik dizi-

nin ilk yirmi bes teriminin toplami ka¢ olur ?

~ 04A - 409 ~



~04A-410~



Soru: Ilkterimi 1 olan bir aritmetik dizinin; ilk on teriminin top-

lamyi, ilk dort teriminin toplamindan 123 fazladir. Buna gore bu di-
zinin ortak farki kactir ?

~04A-411~



Soru: 5 ile 121 sayilariarasinda 6 ile tam boliinebilen sayilarin

toplami kac¢ olur ?

~04A-412 ~



~04A-413 ~



Soru: 50 ile 286 sayilar1 arasinda 7 ile tam béliinebilen sayila-

rin toplami kacg olur ?

~ 04A -414 ~



~ 04A - 415 ~



Soru: BirKisinin bir ay icinde okudugu Kkitabin sayfa sayisi giin-

liik olarak tabloda verilmistir. Sayfa sayilar1 ardisik olarak bir arit-
metik dizi olusturuyorsa Kisi ay sonunda toplam kac sayfa Kitap

okumus olur ?

Ayin n. Gunu

30

Okudugu Sayfa Sayisi

11

~04A-416 ~



~04A-417 ~



Soru: Bir gosteri salonunda 18 siranin oturma Kapasitesi genel

terimi 45 - 2n olan bir aritmetik dizi ile modellenmistir. Salonda
yapilacak olan bir gosteri i¢cin tiim biletler satilmis ve 11700 % ge-

lir elde edilmistir. Buna gore Kisi basi biletin fiyati ka¢ £ olmali-
dir ?

~04A-418 ~



~04A-419 ~



Soru :
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100 adet

Ozdes taslarin yan yana ve iist iiste konulmasiyla olusturulacak
seklin tabaninda 100 tas kullanilacaktir. Bir liste ¢ikildiginda yan-
lardan birer bosluk kalacak sekilde tas dosemeye devam edileme-
yecek duruma gelene kadar dosemeye devam edilirse;

~04A-420~



A') Sekilde list tiste kag sira vardir ?

~04A-421~



B ) Sekli tamamlamak icin kac¢ tas gereklidir ?

~04A-422 ~



of: S, terimi (a,) aritmetik dizisinde ilk n terim toplamini

veriyordu.
S{=a; ve

S, =a; +a, olup S, -S;, =a; +a, - a; = a, elemanini

verir.
S; =a; +a,+ a3 olup
S; -S,=a;+a, +az -a; -a,=aj
S; -S; =a; +a, +a3 -aq =ajz + a, seklinde bulunur.

Sn_Sn—Z = a, +a, 4

S, -S,_s=a,+a,_, +a,_, seklindealnir.

~04A-423 ~



Soru: 11k n terimtoplami1 S, = n% - n olan (a, ) aritmetik

dizisinde onuncu terim kac olur ?

~ 04A -424 ~



n.(3n—-—1)
2

Soru: 11k n terim toplam S, = olan (a,)

aritmetik dizisinde a3 = ?

~ 04A - 425 ~



Soru: Ik n terimtoplami S, = 2n? + n olan (a, ) aritmetik

dizisinde a{y + a9 = ?

~04A-426 ~



GEOMETRIK DIZILER.

Ardisik terimleri arasindaki oranin sabit oldugu dizilere “ geo-

metrik dizi ” adi verilir.

a2 a3 a4 dp + 1 :
I = ...=r1 ise (a,)
a1 a2 a3 dp

dizisi bir geometrik dizidir. ( r # 0 olmalidir. )

r sabit sayisina geometrik dizinin “ ortak carpani ” adi verilir.

Ornegin;(a,)=(2,4,8,16,...,2",...)
dizisini inceleyelim.

a? d3 d4 dn + 1

d1 a? d3 S dnp

= . .. =2 oldugundan

( a, ) dizisi geometrik bir dizidir.
~04A - 427 ~



Soru: Genelterimi a,= 4n + 1 olan dizi bir geometrik dizi

midir ? ( Dizinin elemanlari sira ile bulunur ve sayilar arasindaki

. o d 1 cys
oranin sabit olup olmadigina bakilir. Ya da 1> - ¢ sabitini

dp

verir ise dizi geometrik dizidir. )

~ 04A -428 ~



Soru: Genelterimi a,= 5.3" olan dizi bir geometrik dizi mi-

dir?

~ 04A -429 ~



Kum[ . (a,) geometrik bir dizi olsun. Dizinin ilk terimi a, ve

ortak carpan r olsun.

(an)=(31132133ta4!"')
.T .r .r

d1

dy = dq.7T

az =a,.r=aq;.r.r=aq.r?

as=as;.r=a;.r¢.r=aq,.r’

a, =a;.r" 1 olarakalnm.

~04A-430 ~



Soru: Ilkterimi 27 ve ortak carpanm1 3 olan geometrik dizinin

kirkinci terimi ka¢ olur ?

~04A-431~



Soru: Ilkterimi 53° ve ortak carpami 4 olan geometrik dizinin;

A) On besinci terimi kac¢ olur ?

B) On besinci terim ka¢ basamakhdir ?

~04A-432 ~



: 1
Soru: Ilkterimi 9 ve ortak carpam 3 olan geometrik dizinin ge-

nel terimini bulunuz.

~04A-433 ~



Soru : Bir bakteri kiiltiiriinde, uygun sartlarda bakterilerin sayisi

her 30 saniyede bir ikiye katlanmaktadir. i1k durumda bakteri Kiil-
turinde 8 tane bakteri olduguna gore 1 saat sonra bu kiiltirde
kac tane bakteri olacagini bulunuz.

~ 04A -434 ~



Soru: 1lkterimi 2 ve ortak carpanm1 v 2 olan geometrik dizinin

kacinci terimi 128 olur?

~04A -435~



Soru: (a,) geometrik dizisinde r = 2 olup a, = 8 ise ag = ?

~04A -436 ~



Soru: 18 ile 1458 arasina pozitif ii¢ terim yerlestirilerek geo-

metrik bir dizi elde ediliyor. Buna gore dizinin iKinci terimi kactir ?

~04A-437 ~



Soru: 5,a,b, 320, c, d sirali sayilar1 bir geometrik dizi

olusturuyor. Buna gore bu elemanlarin toplamini bulunuz.

~04A -438 ~



Soru: (a,) geometrik dizisinde a,.az = 64.a3.ag ise

dizinin ortak ¢carpani kactir ?

~ 04A -439 ~



a13.ad¢. a
Soru: (a,) geometrik dizisinde 13- 76 721 _ 625 ise

d10- 419. d9g

dizinin pozitif ortak carpani kactir ?

~ 04A - 440 ~



1

Soru: (a,) pozitifterimli geometrik dizisinde a, = olup

a; + az + as = 1 isedizinin ortak carpanini bulunuz.

~ 04A - 441 ~



Soru: (a,) geometrik dizisinde a; + ag = 10 ve

ag + ag = 80 ise dizinin ortak ¢carpanini bulunuz.

~ 04A -442 ~



ot: Bir (a, ) geometrik dizisinde a , ve a, terimleri veri-

a
] — q | | | ] | ] ] [ ] -
lirse r1~ P = — isleminin sonucu dizinin ortak carpanini

dp
verir.

Soru: (a,) geometrik dizisinde ag = ve a3 = 16 ise dizi-

N | =

nin ortak carpanini ve ilk terimini bulunuz.

~ 04A -443 ~



~04A -444 ~



2. Yol : Verilenler acilir ve taraf tarafa tarafa ¢cozilmden istenen

bulunabilir.

1
a8=? ve aq3 = 16

~ 04A - 445 ~



Soru: (a,) geometrik dizisinde az = 81 ve ag = 3 ise dizi-

nin ortak carpanini ve ilk terimini bulunuz.

~ 04A - 446 ~



Soru: (a,) geometrik dizisinde ilk n terim carpim A  ile

A 10 As L
= 96 ve = 3 ise dizinin ortak carpanini
Ag A4

gosteriliyor.

bulunuz.

~ 04A - 447 ~



Kum[ . Bir geometrik dizide bir terimin karesi, kendisinden

esit uzaklhiktaki iki terimin ¢carpimina esittir.

) v v
Ornek1: a;, as , a3z geometrik bir dizinin ilk u¢ terimi olsun.

“=a,.asz olarakalnr.

)

v v
v v
Ornek2: a,,a,, as, a5, as geometrik bir dizinin ilk bes

terimi olsun.

Ornegin; 2 , 4, 8, 16 , 32, 64 , 128 geometrik dizisini
alalim.

162 =2.128 = 4. 64 = 8. 32 esitligi saglanur.
~ 04A - 448 ~



Soru: (a,) geometrik dizisinde a,.a3.a, = 125 ise a; = ?

~ 04A - 449 ~



Soru: x,y,4,z,t siralisayilar: bir geometrik dizi olusturu-

yorsa X.y.z.t =?

~ 04A -450 ~



o

26 adet top uc¢ gruba ayrilarak top sayilarinin soldan saga dogru
geometrik bir dizinin ardisik u¢ terimi olmasi saglaniyor. Buna gore
bu u¢ grubun top sayilari sirasiyla ne olur ?

~ 04A -451 ~



Soru: Bir geometrik dizininilkiicterimi x - 1, x + 1 ve x + 4

ise bu sayilar1 bulunuz.

~ 04A -452 ~



Soru: x # -2 olmakiizere; 2x + 4 , X + 2 ve x - 2 ii¢ terim

bir geometrik dizinin ilKk ti¢ terimi ise bu sayilari ve dizinin ortak

carpanini bulunuz.

~04A -453 ~



Soru: x, 4 vey birgeometrik dizinin ilk ii¢ terimidir. x , 3 ve

y - 4 ise bir aritmetik dizinin ilk tli¢ terimidir. Buna gore
2+y2=? ((a+b)% =a? + 2ab + b? ézdesliginden ya-

rarlanilir. )

X

~ 04A - 454 ~



Soru: a, b ve c bir geometrik dizinin ilk ii¢ terimidir. a. c ,

b%? - 6 ve 4.a.c isebiraritmetik dizinin ilk ii¢ terimidir. Buna

b sayisi ne olmalidir ?

~ 04A -455 ~



~ 04A -456 ~



Soru: a, b ve c sayillar1 hem geometrik hem de aritmetik bir di-

zinin ilKk li¢ terimi ise a , b ve ¢ sayilari arasindaki iliskiyi bulunuz.

~ 04A -457 ~



~ 04A -458 ~



Not: a, b ve c sayillar1 hem geometrik hem de aritmetik bir

dizinin ilk ii¢ terimiise a = b = ¢ olmaldir.

Soru: 2x -7, 11 ve 5 - y sayilar1 hem geometrik hem de arit-

metik bir dizinin ilk tli¢ terimi ise x.y = ?

~ 04A -459 ~



Soru: x - 2y, 4 ve 2x + y sayllart hem geometrik hem de arit-

metik bir dizinin ilk li¢ terimiise x + y = ?

~ 04A - 460 ~



Kum[ . (a,) bir geometrik dizi olsun. Dizinin ilk n terim top-

lam1 S, ile gosterilir.

S, =a;+a,+az3+ ... +a,
— 2 n—1
=4dq +dq.T +adq.I" + + a4 | §
=aq . ( r+r°+ ... +r )
r™ —1
S, =aq. olarak bulunur.
r —
1 _ rn m [ ] ] LR B
Veya S, = a1 . 1 formiilii de kullanilabilir.
— T

~ 04A - 461 ~



Soru: Ilkterimi 7 ve ortak carpam 2 olan geometrik bir dizinin

ilk alt1 teriminin toplami kac¢ olur ?

~ 04A -462 ~



2 2 2
Soru: (a,) = (E - ) geometrik dizisinde

ilk yirmi bes terimin toplami kac¢ olur ?

~04A -463 ~



Soru: Pozitifterimli ( a, ) geometrik dizisinde a, = 1 ve

a- = 32 ise dizinin ilk on teriminin toplami kac¢ olur ?

~ 04A - 464 ~



~ 04A - 465 ~



Soru: (a,) geometrik dizisinde ilk dért terimin toplaminin, ilk

iKi terimin toplamina orani 82 ise dizinin pozitif ortak ¢carpanini

bulunuz.

~ 04A - 466 ~



Sorw: Alibirinci ay kumbaraya 1 & atarak para biriktirmeye bas-

hhyor. Her ay sonunda onceki ay kumbaraya attigi paranin iki kati
kadar daha para atmaktadir. Buna gore yil sonunda kumbarasinda
kac¢c £ para bulunacaktir ?

~ 04A -467 ~



Fibonacci Dizisi

italyan matematikci Leonardo Fibonacci, yazdig1 matematik kitaplarindan birisinde
tavsan c¢iftligi olan bir arkadasiyla ilgili oldugu iddia edilen bir problem sunar. Bu proble-
me gore arkadasinin ciftliginde tavsanlar dogduklarindan itibaren ilk iki ay yavru yapmaz-
lar. Uciincii aydan itibaren her cift her ay bir ¢ift yavru yapar. Buna gore Fibonacci’nin
arkadasi iiretime bir cift tavsanla baslarsa kag¢ ay sonra Kag cift tavsani olur?

Birinci ve ikinci aylarda birer cift tav-sani vardi. Demek Ki ticiincii ay iki cift tav-sani
olacaktir. Ikinci aydaki bir cift ile ii¢iincii aydaki iKi ¢ift toplanirsa dérdiincii aydaki ii¢ ¢ift
bulunur.Boylece her ay daha onceki iki aydaki tavsan ciftlerinin sayisi toplanirsa o ay kag¢
cift tavsan olacagi bulunur.

~ 04A - 468 ~



~04A-469 ~



Ik terimi 1 ve bundan sonraki her terimi kendisinden

onceki iki terimin toplami olarak yazilan diziye “ Fibonacci

dizisi ” adi verilir. ( F,, ) ile gosterilir.

(F,)=(1,1,2,3,5,8,13,21, ...

F; =1, F, =
Fy, = F3 + F, =
Fg = Fy + F3 =
Fg = Fg + Fy =

\_'_I/H_I/

1, F,

2 +1
3 + 2
5+ 3

Fn=Fn—1'|'Fn—2

F2+F1=1+1=2
3

5
8

) seklinde
olur.

olarak bulunur. ( n > 2 olmaldir. )

~04A-470 ~



Soru: Fibonacci dizisinin; en buyiik iki basamakl sayis1 A, en

Kiiciik iic basamakli sayis1 B, iki basamakli ve 11 ’in kat1 olan sayisi
daCiseA+B+C=7?

~04A-471 ~



Soru: ( F,) Fibonaccidizisinde ,/F;, =a , a+ F, = b ise

b - 2a + 1 isleminin sonucu dizinin Kac¢inci terimini verir ?

~04A-472 ~



Soru: Kigiikten biiyige ardisik ii¢ terimi sirasiyla 5x , x + 78

ve 11x + 23 olan Fibonacci dizisinde x + 2 dizinin kac¢inci terimi-
dir ?

~04A-473 ~



( F, ) Fibonacci dizisinde F{;, = 987 ve Fi;3 = 2584 ise

~04A-474 ~



Soru: ( F,) Fibonacci dizisinde F:z = x ve Fs, = y ise Fg, 'iin

sonucunu x ve y tiurinden bulunuz.

~04A-475~



( Bu boliimde islenecek olan konularin, matematik mifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12. 3. TRIGONOMETRI
12.3.1. Toplam - Fark ve Iki kat Aci Formilleri

12. 3. 1. 1. IKia¢cimn élgiileri toplaminin ve farkinin trigono-
metrik degerlerine ait formiilleri olusturarak islemler yapar.
Dontisiim ve ters doniisum formiilleri verilmez.

12. 3. 1. 2. IKi kat ac1 formiillerini olusturarak islemler yapar.

~04A-476 ~



TRIGONOMETRI

Toplam - Fark Formiilleri
Kural 1: Siniis ve Kosiniis trigonometrik fonksiyonlarinin

toplam ve fark formiil acilimlari asagidaki gibidir.

sin(a+b)=sina.cosb + sinb.cosa
sin(a-b)=sina.cosb - sinb.cosa
cos(a+b)=cosa.cosb - sina.sinb

cos(a-b)=cosa.cosb + sina.sinb olarak alinir.

Trigonometrik degeri bilinmeyen bir a¢inin siniis veya

kosiniisiini bulmak ic¢in, trigonometrik degerleri bilinen iki

acl olcusiinden faydalaniriz.

~04A-477 ~



Hatirlatma : A ) Bilinen ac¢1 degerlerinin trigonometrik sonuc¢lari

soru ¢ozumlerinde kullanilir.

X 0° 30° 45° 60° 90°
1 i
sin X 0 l — _3 1
2 vV 2 2
1
COS X 1 _3 — i 0
2 vV 2 2
t 0 1 1 3 T
an x —_— \/ animsiz
v 3
t T 3 1 1 0
cotx animsiz \/ —
vV 3

~04A-478 ~



B ) Bazi biuyiik acilarin dar aci tiiriinden yazilmasi gerekmektedir.

180° ve 360 ° 'ye gore diizenlemelerde trigonometrik fonksi-
yonlar isim degistirmezdi. A¢cinin bulundugu bolgeye gore isaret
kontrolu yapilir ve sonuca eklenirdi.

Ornegin; tan212° = tan ( 180° + 22° ) = + tan 22° bulunur.
H—I

3.Bolge
90° ve 270" 'ye gore diizenlemelerde ise trigonometrik fonk-
siyonlar isim degistirirdi. A¢inin bulundugu bolgeye gore isaret
kontrolu yapilir ve sonuca eklenirdi.

Ornegin; cos 140° = cos ( 90° + 50° ) = - sin 50° bulunur.

H—I
2.Bolge

C ) Cok biiyiik acilarda ise esas olcii bulunarak isleme devam edilir.
~ 04A - 479 ~



Soru: cos75° ifadesinin sonucunu bulunuz.

~ 04A - 480 ~



Soru: sin105° ifadesinin sonucunu bulunuz.

~ 04A -481 ~



Soru: sin 255° ifadesinin sonucunu bulunuz.

~ 04A -482 ~



Soru: cos7575° ifadesinin sonucunu bulunuz.

~04A -483 ~



Soru: cos108°.cos18° + sin108°.sin18° = ?

~ 04A - 484 ~



Soru: sin17°.cos13° + sin13°.cos17° = ?

~04A -485 ~



Soru: cos15°.sin105° + cos 105°.sin15° = ?

~ 04A - 486 ~



cos80°. cos40° — sin80°. sin40°
Soru : . - - - - — = ?
sin21 .cos24 + sin24 . cos21

~ 04A -487 ~



sin62°. sin16° + cos62°. cos16°
Soru : - - - - - - = ?
sin75" .cos31 — sin31". cos75

~ 04A - 488 ~



Soru: x€ (0°,45°) olsun.

11m L _ 11
+x).cos(x—?)—sm(

cos ( + X ).sin ( x -

e

~ 04A - 489 ~



14
oru.: X =— ise
S 12

sin( 13x ).cos( 5x ) -sin( 5x ).cos( 13x ) = ?

~ 04A -490 ~



Soru: x -y =60°ise

( sinx + siny )% + ( cosx + cosy )? = ?

( Parantezleri agmak yerine x ve y yerine hem denklemi saglaya-
cak hem de trigonometrik degeri bilinen acilar alabiliriz. )

~ 04A -491 ~



~04A-492 ~



tan60°. cos20° — sin20°

oru. = ? Bilinen acilarin tri-
S sin40° ( ¢

gonometrik degerlerini yerine yazsak bir sonuc¢ elde edemeyiz. Bu

tarz sorularda toplam ya da farkin oldugu yerdeKki tanjant yerine
sin / cos alinir ve diizenleme yapilir. )

~ 04A -493 ~



~04A -494 ~



3
Soru: a,be€e (0°,90°) olmakiizere sina = = ve
2

sinb = 3 ise sin(a+ b ) =7 ( Verilentrigonometrik degerle-

ri ayri dik u¢genlerde uygulamak isimizi kolaylastirir. )

~ 04A - 495 ~



4
Soru: a,be€e(0,mn/2) olmakiizere sina = - ve

5
cosb=1—3ise;A) cos(a-b)=7?

~ 04A - 496 ~



4 5
a,be (0, n/2) olmakiizere sina =E ve cosb =1—3 ise;

B) a, b ve c birug¢genin i¢ acilariise cosc = ?

~ 04A -497 ~



2
Soru: cos ( arccos —- + arctan 0,6 ) =7

u u u u L]
( Hatirlatma: arcsinx = a ise sina = x idi. )
v

~ 04A - 498 ~



~04A -499 ~



Soru: sin ( arctan0,75 + 30° ) = ?

~04A -500 ~



Soru: A 12 B cos( BCD ) = ?

( Istenen aciy1 iKki acinin toplam tiiriinden yazariz. )
~04A - 501 ~



Soru ; G F  ABCD ve CEFG birer
karedir. Buna gore
sin( DBE ) = ?

~04A-502 ~



Soru : A B
ABCD bir kareise sinx = ?

D 6 E 2 C

( IKi i¢c acinin toplami komsu dis
aciyl1 verir 0zelliginden yararlanmak
cozumiu kolaylastirir. )

~04A-503 ~



Soru :

ABCD bir dikdortgen
ise cosx = ?

~04A-504 ~



Soru : A A noktasinda dik duvara dayanan

merdiven sekildeki gibi verilmis-
| tir. Buna gore sin ( KBL ) = ?
S5m 4 m

8 m

B NI

~04A -505 ~



~04A-506 ~



Kum[ 2: Tanjant ve kotanjant trigonometrik fonksiyonlariin

toplam ve fark formiil acilimlar1 asagidaki gibidir.

tana + tanb

tan(a +b ) =
( ) 1 — tanatanb
tana — tanb
tan(a-b ) =
1 + tana.tanb
cota.cotb — 1
cot(a+b) =

cota + cotb

cota.cotb + 1

cot(a-b) = olarak alinir.
cotb — cota

X y ... : : :
Not: tana = — ise cota = — idi. Kotanjant yerine tanjantin

y X
formiilii uygulanabilir ve ezber olayini azaltabiliriz.
~04A - 507 ~



Soru: tan15° = ?

~04A-508 ~



Soru: tan105° = ?

~04A -509 ~



Soru: cot195° = ?

~04A-510~



Soru 5T tan ( 5x ) — tanx .,
oru.: x = —_— ise = 7
1 1 + tan( 5x ) . tanx

~04A-511~



3 4
Soru : tanx = — ve tany = — isetan(x-y) =7?

~04A-512 ~



1
Soru: tan(x + 45°) = 3 ise tanx = ?

~04A-513 ~



2 3
Soru : tan(x—y)=? ve tany = —- ise tanx = ?

~04A -514 ~



~04A -515~



2 3
Soru : cot(x+y)=—? ve cotx = — ise coty = ?

~04A -516 ~



~04A-517 ~



3
Soru: x,y € (0, n/2) olmakiizere Cosx = — ve
8
siny=F isetan(x -y ) =?

~04A -518 ~



~04A-519 ~



Soru: Bir ABC iicgeninde sin A = 0,8 ve cos B =

—

tan C = ?

~04A -520 ~



~04A-521~



12 5
Soru: cot( arcsinE + arctan —- ) =7

~ 04A -522 ~



~04A-523 ~



Soru : A

Birim karelerden olusan

sekilde tan ( BAC ) = ?

~ 04A - 524 ~



Soru :

ABCD dikdortgen
ise tanx = ?

D 3 E F1C

~04A -525~



~04A -526 ~



Soru : A tanx = ?

~ 04A -527 ~



Soru : ABCD bir kare ise cotx = ?

D 3 E 1C 2 F

~04A -528 ~



~04A -529 ~



Soru : A ABC eskenar iicgenve |AE| = 2.|EH |

ise cotx = ?

~04A -530~



~04A-531~



Soru: Kenaruzunluklar1 |AB| = 13, |AC| = 13 ve |BC| = 10
br olan ABC li¢geninde A noktasindan [ BC] tabanina H nokta-
sinda bir dik indiriliyor. | HC ] tabaninda bir D noktasi seciliyor.
|HD | = 2 brise tan ( DAC ) = ?

~04A-532 ~



~04A -533 ~



Soru : A B

ABCD bir kareise tanx = ?

X

D 3 E 2 C
( A¢inin iki yan komsusu

diistiniilerek isleme baslanir. )

~04A -534 ~



~04A -535~



Soru : A 1 F B
ABCD bir kareise cotx = ?

~04A -536 ~



~04A-537 ~



Kural 1:

ki Kat Formiilleri
sin( 2x ) =sin(x + x)

= SINX.COSX + SINX.COSX

sin( 2x ) = 2.sinx.cosx olarak bulunur.

_ sin ( 2x ) .
Sin X.COS X = > olarak yazilabilir.

sin( 4x ) = 2.sin( 2x ).cos( 2x )
sin( 6x ) =2.sin( 3x ).cos( 3x )

olarak acilr.
~04A -538 ~



6 sin40°
sin 80°

Il
"~

Soru :

~04A -539 ~



Soru: sin(2x).cotx.secx = ?

~ 04A - 540 ~



sin ( 4x
Soru . { %X ) =7
cotx . cos( 2x )

~ 04A - 541 ~



2
sin(2x).(1+ tan2x )

Soru : ?

~ 04A - 542 ~



1|
=~

oru. in— . —
S sin P coSs 5

~04A -543 ~



Soru: 4.sin22,5°.c0s22,5° =?

~ 04A - 544 ~



g 24 si T L] L] R
oru. . SIn 4 . COS >4 . COS 12 = !

~ 04A - 545 ~



Soru: cos70° = k ise 12.sin10°.sin 80° isleminin sonucunu

k tiurinden bulunuz.

~ 04A - 546 ~



Soru: sin80° = k ise sin20°.sin 70°.cos40° isleminin sonu-

cunu k tirinden bulunuz.

~ 04A - 547 ~



sin42° cos42°

oru. -
S sin 14° cos 14°

1|
"~

~ 04A - 548 ~



cos 80° sin 80°

oru. -
Soru sin 10° cos 10°

1
"~

~ 04A - 549 ~



Soru: (sin15° + cos15° )% = ? ( Once grubun Kkaresini ali-

narak isleme baslanir. )

~ 04A - 550 ~



1
Soru: sinx - cosx = 3 ise sin( 2x) = 7?

~ 04A - 551 ~



A , B ve C noktalarindan ayni1 anda hareket

eden ve esit mesafe giden ii¢c ara¢ D nokta-
da bulusuyor.B , D , C dogrusaldir.
4.|AB| = 3.|AC]|

ise sin( 2B ) = ?

~04A -552 ~



Kural2: cos(2x) =cos(X + X )

COSX.COSX - Sinx.sinXx

e cos( 2x ) = cos?x - sin’x
H_I
= 1 - sin’x - sin’x

e cos(2x)=1-2sin’x

veya L cos( 2x ) = cos?x - sin’x
2 | 2
= cos“x - (1 - cos“x )
= cos’x - 1 + cos’x

o Cos(2x)=2cos’x =1 olarak aliir. Soru

cozumlerinde uygun olan ac¢ilim secilir.
~ 04A - 553 ~



Soru: cos?22,5° - sin?22,5° = ?

~04A -554 ~



~04A - 555 ~



sin ( 2x ) .,
1 —cos(2x)

Soru .

~04A -556 ~



cos(2x) —1 sin ( 2x ) _

Soru ?

+
sin ( 2x ) 2 cos?x

~ 04A - 557 ~



Soru cot’x — 1 1 _ o
oru. . ( cosecx )" =7
cos ( 2x ) ( )

~04A -558 ~



Soru: x € (180°, 270°) olsun. /1 — cos( 2x ) =?

~04A -559 ~



Soru: x€(3m/2,2m) olsun. ,/8cos(2x) + 8 =7?

~04A -560 ~



— cos66° +1
Soru . = ?
\ 2

~ 04A - 561 ~



Soru: sin50° = Kk ise sin10° = ? ( Kk tiiriinden bulunuz. )

~04A -562 ~



Soru: cos80° = ise sin 70° = ? ( Kk tiiriinden bulunuz. )

1
Kk

~04A-563 ~



Soru: sin164° = ise sin 418° = ? ( Kk tiiriinden bulunuz. )

Kk
3

~ 04A - 564 ~



6
Soru: sin50° = m ise cos20° = ? ( Kk tiiriinden bulunuz. )

~ 04A - 565 ~



k
Soru: sin40° = ) ise sin 155° = ? ( Kk tiiriinden bulunuz. )

~04A -566 ~



3

Soru: x€(0°,90°) ve cosx = = ise cos(2x) =7?

~ 04A - 567 ~



2
Soru: x€(0°,90°) ve tanx = = ise cos(2x) =7?

~04A -568 ~



O merkezli daire seklindeki

bir pistin alan1 6400T br? ise
cos(2x)=??(A ve C ¢cem-
bere teget noktalardir. )

~04A -569 ~



Soru: sin22,5° =7?

~04A-570 ~



~04A-571~



Kural 3:

e tan( 2x ) =tan(x + X ) =

tanx + tanx
1 — tanx . tanx

2 tan x
olarak bulunur.

tan ( 2x ) T tanZx

cotx . cotx — 1
cotx 4+ cotx

e cot(2x)=cot(x+x) =

cot?x — 1
cot( 2x ) = 2 cotx olarak bulunur.

~04A-572 ~



2
Soru: tanx = 3 ise cot( 2x) = ?

~04A-573 ~



_ 5
Soru: sinx = 13 ise tan( 2x ) = ?

~04A-574 ~



Soru : O merkezli cemberde cot ( 2x ) = ?

~04A-575~



Soru : Taban alan1 32 br2 olan kiipte
tan( 2x ) = ?

~04A-576 ~



~04A-577 ~



Soru: 3sinx -4cosx =0 isetan(2x) =7?

~04A-578 ~



~04A-579 ~



sinx — 2 cosX _
Soru : : = 2 ise cot( 2x ) = ?
COSX — 2sinXx

~ 04A - 580 ~



~ 04A -581 ~



Soru 2sin( 2x ) 3 ) .,
oru: = — jse tanx =
cos¥x — sin?*x + cos(2x) 4

~04A -582 ~



~ 04A -583 ~



4
Soru: x€(0,m/2) olsun. tan( 2x ) = 3 ise tanx = ?

~ 04A - 584 ~



~ 04A - 585~



1|
=~

Soru: tan—

~ 04A - 586 ~



~ 04A -587 ~



( Bu bolumde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12.3.2. Trigonometrik Denklemler

Terimler ve Kavramlar: Trigonometrik denklem
12.3.2.1. Trigonometrik denklemlerin ¢oziim kiimelerini
bulur.

a) a, b ve c € R olmakizere
a.sinf(x )+ b.cosg( x) = ¢ bicimindeki trigonometrik
denklemlerin kokleri buldurulur; a , b ve ¢ katsayilari ile ¢6ziim
iliskilendirilir.

b ) Gercek hayat problemlerine yer verilir.

~ 04A - 588 ~



Triconometrik Denklemler

1) cosx = a Denkleminin Cozim Kiumesi

Ay v4

1 a
Y et

P( cosx, sinx ) 1

-
-1 0 1 X -1 / 1 X
.P'(cosx,—sinx) -1
-1 cosX = a denkleminin ¢oziim Kiimesi

X+ Kk.2mw veya - x + k.2nx (k€ Z ) olur.
~ 04A - 589 ~



Not: Kosiniuisli denklemin iKki ayri ¢ozim kiimesi vardir. k
yerine istenirse tam sayilar verilir ve saglayan ac¢1 degerleri

bulunur.

1
Soru: cosx = ﬁ denkleminin ¢oziim Kiimesini ( yani x'i )

bulunuz.

~ 04A -590 ~



1
Soru: cosx = > veriliyor. x € [ - 2, 2m ] ise bu araliktaki x

degerlerini bulunuz.

~04A -591 ~



Soru: cosx = 0 veriliyor. x € [ -360°, 540°] ise bu aralikta-

Ki x degerlerini bulunuz.

~04A -592 ~



V3

Soru: cosx = - — veriliyor. x € [ - 2, 2w ] ise bu aralik-

taki x degerlerini bulunuz.

~04A -593 ~



V3 o
Soru: cos(2x) = T denkleminin ¢oziim Kiimesini bulunuz.

~ 04A -594 ~



Soru: cos(3x) =1 ise; A) Denklemin ¢oziim kiimesini bulu-

NnuZz.

B) x € [ -m, ] ise bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~04A -595 ~



1
Soru: cos(2x-60°) = > denkleminin ¢6ziim kiimesini bulu-

NnuZz.

~ 04A - 596 ~



T
Soru: cos(x + 3 ) = -1 denkleminin ¢6ziim Kiimesini bulu-

nuz.

~ 04A -597 ~



Soru: cos’x - 3cosx + 2 = 0 denkleminin ¢éziim kiimesini

bulunuz.

~ 04A -598 ~



Soru: cos(2x) + cosx + 1 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini

bulunuz.

~ 04A - 599 ~



Soru: 2sin’x - 5cosx - 5 = 0 denkleminin ¢éziim kiimesini

bulunuz.

~ 04A - 600 ~



~04A-601~



Kural: cosf(x) =cosh(x) ise k € Z olmak iizere,
f(x)=h(x)+Kk.2nm veya f(x)=-h(x) + K.2n

olarak alinir.
Soru: cos(3x-10°) =cos( x + 10°) denkleminin ¢6ziim

kiimesini bulunuz.

~04A - 602 ~



~04A-603 ~



Soru: cos(2x + 40°)

X €[ -2m, 2w ] ise bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

cos ( x + 5°) veriliyor.

~ 04A - 604 ~



~ 04A - 605 ~



Soru: cos(3x + 20°)

bulunuz. ( sina = cosb ise a + b = 90° idi.)

sin X denkleminin ¢6ziim Kiimesini

~ 04A - 606 ~



~04A-607 ~



sin X = a Denkleminin Cozim Kiimesi

( -cosx ,sinx ) 1 a
—P—

P( cosx, sinx )

sinx = a
denklemini saglayan
X degeri bulunur.
-1 0 1 ; Denklemin kokti;

X + K.21 veya
mM-X+ K.2n
-1 olarak bulunur. ( k € Z )

~04A-608 ~



1
Soru: sinx = o denkleminin; A) Cozum kiimesini ( yani x'i )

bulunuz.

B) x €[ -2m, 2w ] ise bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~ 04A - 609 ~



1
Soru: sinx = - Tz denkleminde x € [ - 2, 2w ] ise bu ara-

hiktaki x degerlerini bulunuz.

~04A-610 ~



Soru: sinx = 1 denkleminde x € [ -370°, 720° ] ise bu ara-

hhiktaki x degerlerini bulunuz.

~04A-611~



Soru: sin( 6x - 30°) = -1 denkleminin ¢éziim kiimesini bu-
lunuz.

~04A-612 ~



3
Soru: sin(3x+ 15°) = — denkleminde x € [ -, m ] ise

bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~04A-613 ~



~04A-614 ~



Soru: 2sin’x + 3sinx - 2 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini

bulunuz.

~04A - 615~



Soru: cos(2x) + 3sinx + 1 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesi-

ni bulunuz.

~04A-616 ~



~04A-617 ~



1
Soru: V1 — cosx.+V1+ cosx = — denkleminin ¢éziim kii-

mesini bulunuz.

~04A-618 ~



~04A-619 ~



Soru: sin(180° - 2x) =-sin( x + 270°) denkleminin ¢o-

zim Kimesini bulunuz. ( Dar aciya gore yazma yani indirgeme

kurallarindan yararlanilir. )

~04A-620 ~



~04A-621~



Soru: tanx - 2sin( 2x ) = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini bu-

lunuz.

~ 04A -622 ~



~04A-623 ~



Kural: sinf(x) =sinh ( x) ise k € Z olmak iizere,
f(x)=h(x)+Kk.2n veya f(x)=mw- h(x) + k.2n

olarak alinir.
Soru: sin(x-20°) =sin( -2x + 10°) denkleminin ¢éziim

kiimesini bulunuz.

~ 04A - 624 ~



~ 04A - 625 ~



Soru: sin( 4x - 28°) = sin( 2x + 4°) denkleminin ¢6ziim

kiimesini bulunuz.

~ 04A - 626 ~



Soru: sin( 2x + 40°)

kiimesini bulunuz.

cos ( x + 5°) denkleminin ¢é6ziim

~04A-627 ~



~04A-628 ~



tanx = a
denklemini saglayan
X degeri bulunur.

Denklemin kokti;

<Y

X + k. olarak

bulunur. ( k € 7Z )

~ 04A - 629 ~



Soru: tanx = V3 denkleminde x € [ - 2r, 2r ] ise bu ara-

hiktaki x degerlerini bulunuz.

~04A -630 ~



Soru: tanx = -1 denkleminde x € [ - 2w, 2r ] ise bu aralik-

taki x degerlerini bulunuz.

~04A-631~



Soru: tan(3x) = = denkleminde x € [ -180°, 180° ] ise

bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~04A -632 ~



Soru: tan(25°-4x) =1 denkleminde x € [ -90°, 180° ]

ise bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~04A-633 ~



Kural: tanf(x) = tanh ( x ) ise k € Z olmak iizere,

f(x)=h(x) + k.m olarakalinir.

T
Soru: tan( 2x ) = tan ( 4x - Z ) denkleminin ¢oziim Kiimesi-

ni bulunuz.

~04A - 634 ~



Soru: tan( 3x - 10°)

kiimesini bulunuz.

cot( x + 20° ) denkleminin ¢é6ziim

~04A - 635~



Soru: tan(2x).cot( 3x) = cot( 2x ).tan( 3x ) denklemi-

nin ¢ozum Kiimesini bulunuz. ( tana = idi. )

cota

~04A -636 ~



~04A-637 ~



cotx = a Denkleminin Cozim Kiimesi

y = cotXx

cotx = a
denklemini saglayan
X degeri bulunur.

; Denklemin kokii;
X + k.m olarak

bulunur. ( k € Z )

~04A-638 ~



Soru: cot(5x) =1 denkleminde x € [ -w/2, m/2 ] isebu

araliktaki x degerlerini bulunuz.

~ 04A - 639 ~



Soru: cot(3x-24°)=-+v3 denkleminde x €[ -m, m ]

ise bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~ 04A - 640 ~



7T
Soru: cot( -5x + T ) = 0 denkleminde x € [ -90°, 90° ]

ise bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~ 04A - 641 ~



Kural: cotf(x) = coth(x) ise k € Z olmak iizere,

f(x)=h(x) + k.m olarakalinir.

Soru: cot( 6x) = cot( 4x - 52° ) denkleminin ¢6ziim kiimesi-

ni bulunuz.

~ 04A -642 ~



Soru: cot(x-60°).tan( 12° - 4x ) = 1 denkleminin ¢6-

zim Kiimesini bulunuz. ( tana = idi. )

cota

~ 04A - 643 ~



TJamum: a ve b sifirdan farkl reel sayilar olmak iizere

a.sinx + b.cosx = 0 bicimindeki denklemlere “ birinci derece-

den homojen trigonometrik denklem ” adi verilir.

Esitlik sinitise boliiniirse kotanjant, kosintise boluinir ise
tanjanth denklemin ¢oziimii bulunur.

Soru: +/3 sinx - cosx = 0 denkleminin ¢éziim kiimesini bulu-

Nnuz.

~ 04A - 644 ~



Soru: 6 cosx ++/2 sinx = 0 denkleminde x € [ -, 2w ]

ise bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~ 04A - 645 ~



Soru: cos(5x)=-sin(5x) denkleminde x €[ -n, /2]

ise bu araliktaki x degerlerini bulunuz.

~ 04A - 646 ~



Soru: 4sin(2x) - 4cos( 2x) = 0 denkleminin ¢6ziim kiime-

sini bulunuz.

~ 04A -647 ~



Tanun: a, b ve c sifirdan farkl reel sayilar olmak iizere

asinx + bcosx = ¢ bicimindeki denklemlere “ sin x ve cos x’e

gore lineer ( dogrusal ) denklem " ad1 verilir.

A) c? < a? + b? ise denklemin céziim kiimesi bulunabilir.

Soru: 3vV2 sinx + kcosx = - 5 denkleminin ¢6ziim kiimesi

bulunabiliyorsa Kk yerine hangi tam sayilar kullanilmaz ?

~ 04A - 648 ~



Soru: 4sinx - 6 cosx = 2t denkleminin ¢oziim Kiimesi yoksa t

yerine gelebilecek en Kiicuk pozitif tam sayi ka¢ olur ?

~ 04A - 649 ~



Not: a, b ve c sifirdan farkl reel sayilar olmak iizere

a.sinx + b.cosx = c¢ lineer denkleminin ¢oziimiinde:

1) Denklemde ister siniisiin ister Kosiniisiin katsayis1 1 ya-
pilir.

2 ) Diger terimin katsayisi tanjanta ¢evrilir.

3 ) Tanjant yerine sin / cos degeri yazilarak islemde payda
esitlemesi yapilir.

4) Pay, toplam - fark formiilleri kullanilarak bulunur.

5) Islemde icler - dislar carpimi yapilarak elde edilen

denklemden ¢o6ziim bulunur.

~ 04A - 650 ~



Soru: 4sinx - 4cosx = 4 denkleminin ¢oziim kiimesini bu-

lunuz.

~ 04A - 651 ~



~ 04A -652 ~



Soru: + 3 sinx + 3cosx = 3 denkleminin ¢6ziim kiimesini

bulunuz.

~04A - 653 ~



~ 04A - 654 ~



Soru: 12 cosx + 2sinx + 2 = 0 denkleminin ¢6ziim kiime-

sini bulunuz.

~ 04A - 655 ~



~ 04A - 656 ~



( Bu boliimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12.4. DONUSUMLER

12. 3. 1. Analitik Diizlemde Temel Doniuisumler
Terimler ve Kavramlar: Doniisiim, oteleme, donme, donme mer-

kezi, donme agcisl, simetri, simetri merkezi, simetri ekseni

12.4.1.1. Analitik diizlemde koordinatlari verilen bir noktanin
oteleme, donme ve simetri doniusumleri altindaki goriintiistiniin
koordinatlarini bulur.

A) Oteleme, simetri ve déonme kavramlar1 hatirlatilir.
B ) Noktanin; noktaya, eksenlere,y = x dogrusuna, bir dog-
ruya gore simetrileri ve dogrunun noktaya gore simetrileri

vurgulanir.
~04A - 657 ~



Dogrunun dogruya gore simetrilerine yer verilmez.
C) Bilgive iletisim teknolojileri yardimiyla oteleme, simetri
ve donme ele alinir.

12.4.1.2. Temel donusumler ve bileskeleriyle ilgili problem

cozer.

A) Modelleme calismalarina yer verilir.

B) Dogadan ve mimari eserlerden orneklendirme yapilir.

DONUSUMLER

Analitik Duzlemde Temel Donuisiimler
Oteleme

Analitik duiizlemde verilen bir noktanin belli bir dogrultuda

ve belli bir yonde yer degistirmesine “ oteleme ” ad1 verilir.
~ 04A - 658 ~




Kural: A) A( a, b) noktasmin by

x ekseni boyunca pozitif yonde bl L

k br otelenmishali B(a + k, b ) : +k

olarak bulunur. Noktanin ordinati

degismez. 0 2 a + K "X

B) A( a, b ) noktasinin x ekseni boyunca negatif yonde k br

otelenmis hali C( a - k , b ) noktasi olur.

C) A( a, b ) noktasinin y ekseni boyunca pozitif yonde Kk br

otelenmis hali D ( a, b + k ) noktasi olur.

D) A(a, b ) noktasinin y ekseni boyunca negatif yonde k br

otelenmis hali E ( a , b - k ) noktasi olur.
~ 04A - 659 ~



Soru: Analitik diizlemde A ( - 2 , 4 ) noktas1 once y ekseni bo-

yunca negatif yonde 3 br, sonra da x ekseni boyunca pozitif yonde

5 br otelenmesi ile olusan noktanin koordinatlarini bulunuz.

~ 04A - 660 ~



Soru: Analitik diizlemde A ( -1, - 9 ) noktas1 once x ekseni

boyunca negatif yonde 5 br, sonra da y ekseni boyunca pozitif yon-
de 12 br otelenmesi ile olusan nokta B ise |AB| = ?

~ 04A - 661 ~



Soru: Analitik diizlemde A ( 8 , 2 ) noktas1 once x ekseni bo-

yunca pozitif yonde 12 br, sonra da y ekseni boyunca negatif yonde
6 br otelenmesiile olusannokta T( m + 14 , 2n + m ) ise

m.n = ?

~ 04A - 662 ~



Soru: Analitik diizlemde A ( 3p - 5, q + 4 ) noktas1 6nce hem

X hem de y ekseni boyunca negatif yonde 10 br otelenmesi ile olu-
sannokta B(p+2,3)isep+q=7

~04A -663 ~



Soru : vi

AREEL :

Birim karelere boliinmius analitik diizlemde ABCD paralelkenari; x
ekseni boyunca pozitif yonde 8 br,y ekseni boyunca negatif yonde

4 br otelendiginde olusan A'B 'C'D ' paralelkenarini ¢iziniz
~ 04A - 664 ~



Soru : vy A

Birim karelere boliinmiis analitik diizlemde ABC
ucgeni; X ekseni boyunca negatif yonde 10 br,
y ekseni boyunca negatif yonde 3 br
otelendiginde olusan;
A) A'B'C’ licgenini ciziniz.
~ 04A - 665 ~



B) A'B'C’ ilicgenin agirhik merkezini bulunuz.

~ 04A - 666 ~



Soru : B( 8, 16) B’

| AB] dogru parcasi x ekseni
boyunca pozitif yonde Kk br otelen-
mesi sonucunda elde edilen dogru
parcasinin uzantis1 C noktasindan
da gectigine gore k = ? ( Egim
degismez. myg = Myc = MpC

esitliginden ¢o6ziim bulunur. )

A(5,7) A

.‘... — —
SC(-1,-14)

~ 04A -667 ~



Hatirlatma : A) y=f(x)olup y=f(x + a) isefonksi-

yonun grafigi a brsola ( x ekseni boyunca negatif yonde a br

oteleme olur ) kaydirilirdi.

B) y=f(x)olup y=1f(x - a) isefonksiyonun grafigi

a brsaga ( x ekseni boyunca pozitif yonde a br oteleme olur )
kaydirilird.

C) y=f(x)olup y=f(x) + a isefonksiyonun grafigi

a bryukari ( y ekseni boyunca pozitif yonde a br oteleme

olur ) kaydirilirdu.

D) y=f(x)olup y=1f(x) - a isefonksiyonun grafigi

a brasagl ( y ekseni boyunca negatif yonde a br oteleme olur )

kaydirilirdi.
~ 04A - 668 ~



Soru: y=f(x)=2x + 6 dogrunun x ekseni boyunca pozitif

yonde 2 br otelenmesiyle elde edilen dogrunun denklemini bulunuz.

~ 04A - 669 ~



2. Yol: Fonksiyonun grafigi cizilir. Oteleme yapilir ve yeni bulu-

nan noktalardan gecen fonksiyonun denklemi bulunur.
y=f(x) =2x + 6 dogrunun x ekseni boyunca pozitif yonde
2 br otelenmesini yapalim.

~04A-670 ~



Soru: y=f(x) =8 - 2x dogrunun x ekseni boyunca negatif

yonde 3 br, ardindan da y ekseni boyunca pozitif yonde 5 br ote-
lenmesiyle elde edilen dogrunun denklemini bulunuz.

~04A-671~



Soru: y=f(x)=x%+ 2x - 3 paraboliiniin x ekseni boyun-

ca pozitif yonde 1 br otelenmesiyle olusan yeni paraboliin denkle-
mi ne olur ?

~04A-672 ~



Soru: y=f(x)=x?%-6x + 5 paraboliiniin 6nce; x ekseni

boyunca negatif yonde 2 br, ardindan da y ekseni boyunca negatif
yonde 4 br otelenmesiyle olusan yeni paraboliin denklemi ne olur ?

~04A-673 ~



Hatirlatma :

(Donme Dontisiimii

Birim ¢cember iizerinde alinan
birnokta P ( x, y ) olsun.

................... EP(x,y)

sind =y /1 ve
cos® =x /1 olur.

-1

X 1 x X =cos0O , y =sin0 idi.

Not : Analitik duzlemde r

br yaricapli bir cember tizerinde

alinan bir P ( x , y ) noktasinin x

ekseni ile pozitif yonde yaptigi a¢c1 0 olsun.

Bunagore X = r.cos0 , y = r.sin 0 olarak bulunur.

~04A-674 ~



Kura[ . Analitik diizlemde r br yaricaph bir cember tizerinde

alinanbir P( x, y ) AY
noktasinin x ekseni 1
ile pozitif yonde yaptigi P
acl 0 olsun. P noktasinin
orijin etrafinda pozitif P
yonde «a acisi kadar
dondurulmesiyle elde 0
edilennokta P (x ,y ) -1 0 1 x
olsun.

P (x,y )=Rq(P)

\_'_I
P noktasinin orijin etrafinda pozitif

yonde a kadar dondurilmesini -1
simgeler. ( Pozitif Yé6n : Saat yoniiniin tersi idi. )

~04A-675~



X=r.cos0 , y=r.sin0 idi
X =r.cos(0+a)=r.[cosB.cosa - sin0.sina ]

=r.cos0.cosa -r.sinf.sina = x.cosa - y.sina
—r —r

X y
X = X.CoSQ - y.sina bulunur.

y =r.sin(0 +a)=r.[sin@.cosa + cos0.sina ]

=r.sin0@.cosa + r.cos0.sin«a
———’ ———’

y X
y =y.cosa + X.sina bulunur.

y.cosa + X.sina«

R,(P)=P (x ,y )=(x.cosa-y.sina,

y.cosa + xX.sina ) olur.
~04A-676 ~



Soru : Analitik diizlemde P ( - 1, v 3 ) noktasinin orijin etra-

finda pozitif yonde 60° dondiiriilmesi ile olusan noktanin koordi-
natlarini bulunuz.

~04A-677 ~



2.Yol: Noktay: analitik diizlemde isaretledigimizde ozel dik iicgen
elde edebiliyorsak, nokta a acisi1 kadar dondiirilir ve yeni nokta

elde edilir. P ( - 1, v 3 ) noktasinin orijin etrafinda pozitif
yonde 60° dondiiriilmesini ele alalim.

~04A-678 ~



Soru : Analitik diizlemde P ( 2v/ 3 , 2 ) noktasinin orijin etra-

finda pozitif yonde 30° dondiiriilmesi ile olusan noktanin koordi-
natlarini bulunuz.

~04A -679 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( 6 , - 6 ) noktasinin orijin etrafinda

saat yoniinde 315° dondiiriilmesi ile olusan noktanin koordinatla-
rini bulunuz. ( Negatif yonde a ac¢isi kadar dondirmek, noktayi
pozitif yonde 360° - a acis1 kadar dondiirmektir. )

~ 04A - 680 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( 1, 3 ) noktasinin orijin etrafinda

pozitif yonde 120° dondiiriilmesi ile olusan noktanin koordinatla-

rinil bulunuz. ( Buyiuk ac¢ilarda a¢iy1 dar a¢1 tiriinden yazmak gere-
Kir. )

~ 04A - 681 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( - 4 , - 1 ) noktasinin orijin etra-

finda saat yoniiniin tersi yoniinde 225° dondiiriilmesi ile olusan

noktanin koordinatlarini bulunuz.

~ 04A - 682 ~



Soru: Analitik diizlemde dordiincii bolgede bulunan P ( 6 , k)

noktasinin orijin noktasina olan uzakhg: 2v 13 br’dir. Noktanin

orijin etrafinda pozitif yonde 1575° dondiiriilmesi ile olusan nok-
tanin koordinatlarini bulunuz.

~ 04A - 683 ~



~04A -684 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( x , y ) noktasinin orijin etrafinda

pozitif yonde 330° dondiiriilmesi ile olusan nokta P'( 2 , 2V 3 )
ise P noktasinin koordinatlarini bulunuz. ( Denklemlerin taraf ta-
rafa ¢cozumu yapilir. )

~ 04A - 685 ~



~ 04A - 686 ~



Analitik duzlemde P ( x , y ) noktasinin orijin etrafinda pozitif

yonde 330° dondiiriilmesi ile olusan nokta P'( 2, 2v/ 3 ) ise P
noktasinin koordinatlarini bulunuz. ( Cizimden sonucu bulmak
daha kolay olur. )

~ 04A -687 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( 0 , 4 ) noktasi; 6nce orijin etrafin-

da pozitif yonde 30° dondiiriilmiis, ardindan da x ekseni boyunca
negatif yonde 3 br otelendiginde olusan noktanin koordinatlari ne
olur ? ( Oteleme ve dénme doniisiimiiniin birlikte uygulandig: do-
niisiimlere “ 6telemeli donme donusiimii ” ad1 verilir. )

~ 04A - 688 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( 10 , - 2 ) noktasi; once orijin etra-

finda pozitif yonde 45° dondiiriilmiis, ardindan y ekseni boyunca
negatif yonde 2 br, ardindan da x ekseni boyunca pozitif yonde 5
br otelendiginde olusan noktanin koordinatlari ne olur ?

~ 04A - 689 ~



Not: A ) Bir P ( x , y ) noktasinin orijin etrafinda pozitif
yonde 90° dondiiriilmesiyle olusan noktay1 bulalim.

Rogg:(P)=P (x ,y )=(x.c0s90" - y.sin90" ,
y.cos90° + x.sin 90" )
=(x.0-y.1,y.0+x.1)=(-v,x)
Rogop-(P)=P (x ,y )=(-y, X) bulunur.

Benzer sekilde alttaki sonuclar bulunur.
B) Rigo:(P)=P'(x',y ' )=(-%x, -y ) bulunur.
C) Ra70°(P)=P'(x',y' )=(y,-x) bulunur.

D) R3go:(P)=P'(x',y )=(x,y) bulunur

~ 04A - 690 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( - 4 , - 1 ) noktasinin orijin etra-

finda pozitif yonde 270° dondiiriilmesiyle olusan noktanin koordi-
natlarini bulunuz.

~ 04A - 691 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( - 2 , 5 ) noktasinin orijin etrafinda

pozitif yonde; 6nce 180°, ardindan da 270" dondiiriilmesiyle olu-
san noktanin koordinatlarini bulunuz.

~ 04A - 692 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( 8 , 1 ) noktasinin orijin etrafinda

pozitif yonde 90° dondiiriilmesiyle Q ( k - 1, m + 4 ) noktasi
elde ediliyorsa k.m = ?

~04A - 693 ~



Soru: Analitik diizlemde P ( 2t - 5, 6 + z ) noktasinin orijin

etrafinda pozitif yonde 180° dondiiriilmesiyle Q ( 9, -2 + z )
noktasi elde ediliyorsa t + z = ?

~ 04A - 694 ~



Soru ; by B

Birim Kkarelere boliinmius analitik diizlemde
ABC ii¢geni orijin etrafinda pozitif yonde 180°
dondiiriildiigiinde olusan A 'B 'C ' ii¢genini ¢iziniz.
~ 04A - 695 ~



Soru : Ay

~N
—

/// D\\

EL/ C

Birim Kkarelere boliinmius analitik duzlemde ABCDE besgeni orijin
etrafinda pozitif yonde 270" dondiirildiigiinde olusan A'B'C'D'E’
dortgenini c¢iziniz.

~ 04A - 696 ~



~04A-697 ~



Soru : Ay

—

SN

B

/

o\~

Birim karelere boliinmiis analitik diizlemde ABC ii¢geni once; orijin
etrafinda pozitif yonde 90° dondiiriilmiis, ardindan da x ekseni bo-
yunca negatif yonde 4 br otelendiginde olusan yeni ui¢geni ciziniz.

~ 04A -698 ~



~04A-699 ~



Bir Noktanin Bir Baska Noktaya Gore Simetriji

A(X!Y) - P(a,b) - Al(xltyl)

Bir A noktasinin bir P noktasina gore simetrigi A olsun. A
ile A’ noktalarinin P noktasina olan uzakligi ayni

olacagindan P noktasi orta nokta olur.

X + x' y+y
a= > ve b = > olarak alinir.

Artma - azalmadan da istenen degerler bulunabilir.

~04A-700 ~



Soru: A (3, -12 ) noktasinin bir P noktasina gore simetrigi
A'(-9, 20 ) ise P noktasini bulunuz.

~04A-701~



Soru: A (21, 8) noktasininbir P ( 5, 10 ) noktasina gére

simetrigi olan noktay1 bulunuz.

~04A-702 ~



Soru: A(-6,2) noktasininbir P ( 3 , - 5 ) noktasina gore

A’, P’ninde A noktasina gore simetrigi P ' ise A'ile P noktalari-
n1 bulunuz.

~04A-703 ~



Soru: A(k-3,1) noktasininbir P ( 1 + k, 7 ) noktasina
gore simetrigi A (2, 3m + 10 ) ise |[AA' | = ?

~04A-704 ~



~04A-705~



Soru : Ay

O
o

Birim karelere boliinmius analitik diizlemde ABCD yamugunun

P noktasina gore simetrigi olan A'B'C'D’' yamugunu ¢iziniz

~04A-706 ~



~04A-707 ~



Bir Noktamin x_, y ve Orifine Gore Simetriji

by Bir A( a, b ) noktasinin

X eKksenine gore simetrigi

A(a, -b) olur.

X Bir A( a, b ) noktasinin
y eKksenine gore simetrigi

A'(-a,b) olur

Bir A( a, b ) noktasinin orijine

gore simetrigi A" ( -a , - b ) olur.
~ 04A - 708 ~



Soru: A ( 8, 7 ) noktasinin orijine goére simetrigi B, B noktasi-

nin da y eksenine gore simetrigi C noktasi ise C noktasinin koor-

dinatlarini bulunuz.

~04A-709 ~



Soru: A(-10, 1) noktasinin y eksenine gore simetrigi B, B

noktasinin x eksenine gore simetrigi C, C noktasinin ise x ekseni-
ne gore pozitif yonde 3 br otelenmesiyle olusan noktada D ise D
noktasinin koordinatlarini bulunuz.

~04A-710~



Soru: A(3k + 7,4 -t) noktasinin x eksenine gore simetri-

gi B, B noktasinin da orijine gore simetrigi C ( 13, 9 ) ise k.t = ?

~04A-711~



Soru :

A

1B

7

P

/

L~

Birim karelere boliinmiis analitik diizlemde ABC ti¢ggeninin once x
eksenine gore simetrigi alinip; ardindan x ekseni boyunca negatif
yonde 10 br, y ekseni boyunca ise pozitif yonde 1 br otelenmesiyle

olusan yeni licgeni ¢iziniz.

~04A-712 ~



~04A-713 ~



Soru : by A B'

"

—eo—
C D

Birim karelere boliinmiis analitik diizlemde ABCDE besgenine bir ta-
kim dteleme ve simetri asamalari1 uygulanarak sekildeki gibi ABCD'E
dortgeni elde edilmistir. Bu asamalarin ne oldugunu bulunuz.

~04A-714 ~



Bir Noktamn y = x Dogrusuna Gore Simetriji

y = X ( 1.Aclortay Dogrusu
idi )

Bir A( a, b ) noktasinin y = X dogrusuna gore simetrigi

A (b, a) olur.
~04A - 715 ~



Soru: A(2m - 7, n + 8 ) noktasinin y = x dogrusuna gore

simetrigi A (2, -13 )isem + n = ?

~04A-716 ~



Soru: A(8,5-t3) noktasinin y = x dogrusuna gore simet-
rigsgiB(32,t+Kk-2)iset.k=7?

~04A-717 ~



Soru: A(3p-5+q,q+ 15) noktasimin l.aciortay dogrusu-

na gore simetrigi B( 9 - q, 1 + p ) ise B noktasinin y eksenine
gore simetrigi olan noktanin koordinatlarini bulunuz.

~04A-718 ~



~04A-719 ~



Bir Noktamn Bir Dogruya Gore Simetrifi

A(X,y) A noktasinin bir d dogrusuna
. gore simetrigini bulmak icin;

i. d dogrusunun egimi bulunur.

LN ....ll.......

[-: B d ii. mayg-my = -1 idi. m4p

bulunur.

....H.......

iii. A ile B noktalarindan gecen
A(x,y) dogrunun denklemi bulunur.

iv. IKi dogru denkleminin ortak ¢oziimiinden B noktasi elde

edilir.

v. Orta nokta kuralindan A" noktasi bulunur.

~04A-720 ~



Soru: Bir A( -6, 8 ) noktasinin y = 2x + 10 dogrusuna gore

simetrigi olan noktanin koordinatlarini bulunuz.

~04A-721~



~04A-722 ~



Soru: Bir A( 7, 6 ) noktasinin y + X = - 4 dogrusuna gore si-

metrigi olan noktanin koordinatlarini bulunuz.

~04A-723 ~



~04A-724 ~



Soru: Bir A( -1, 3 ) noktasiin bir d dogrusuna gére simet-

rigi olan nokta A'( 3 , 7 ) ise bu dogrunun denklemini bulunuz.

~04A-725~



Soru: Bir A(2,-4) noktasmnin x -y + 6 = 0 dogrusuna go-

re simetrigi olan nokta A' ise | AA'| = ?
( Kisayol: Bir P ( x4, y1) noktasininbir ax + by + c = 0
| axq1 + byy + ¢ |

Ja2 + b2

dogrusuna olan uzakhigr h = idi. )

~04A-726 ~



Bir Dogrunun Bir Noktaya Gore Simetrigi

- oB ,dl:ax+by+c1=0
=
e JIA(X1,X2)  kiax+by+t=0
[=
- IT. >
C d,: ax+by+c¢c, =0

Bir d ; dogrusunun bir A noktasina gore simetrigi d,

olsun. d; // d5 olur. A noktasindan gecen ve bu dogrulara
paralel olan bir k dogrusu alinir. A noktas1 k dogru denkle-
mine uygulanir ve t sayisi bulunur. t sayisi c; ve c, sayila-

rinin ortasidir.
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Soru: Bir 2y - x + 6 = 0 dogrusunun A ( - 2, 5 ) noktasina

gore simetrigi olan dogrunun denklemini bulunuz.
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Soru: Bir 3x + 2y - 12 = 0 dogrusunun A ( 1, - 3 ) noktasi-

na gore simetrigi olan dogrunun denklemini bulunuz.
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Soru: Bir 3x - 4y + 1 = 0 dogrusunun A ( 2, 1 /2 ) noktasi-

na gore simetrigi olan dogrunun denklemini ve iki dogru arasi me-

safeyi bulunuz.
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Ornek Uygulamalar

Oteleme, donme ve simetri kavramlarini; mimari eserlerde, do-
gada, susleme el islerinde v.b. alanlarda gorebiliriz.
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Soru :

Birim karelere boliinmiis sekilde mavi boyali seklin once d dog-
rusuna gore simetrigi aliniyor. Elde edilen tiim seklin kopyasi arada
bir siitun bosluk kalacak sekilde bir birim saga oteleniyor. Ayni ote-
leme yeni sekle de uygulanirsa tiim seklin son durumunu bulunuz.

~04A -733 ~




Soru : k

Birim karelere boliitnmius sekilde asagidaki adimlar sirasi ile uygulanir-
sa olusacak motifi bulunuz. 1) Mavi ve Kirmizi cizgilerin kK dogrusuna
gore simetrigi alimiyor. 2 ) Tum c¢izgilerin d dogrusuna gore simetrigi
aliniyor. 3 ) Elde edilen motif, iKki sekil arasinda bir siitun bosluk kala-

cak sekilde sag ve sol tarafa oteleniyor.
~04A-734 ~



Soru :

Yandaki sekle oteleme, simetri, dondiirme

asamalarindan hangileri uygulanirsa alttaki

desenlerden hangisi elde edilemez ?
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" A

1.Motif 2.Motif Yanda verilen es biyiikliikte kare
bicimindeki motifler verilmistir. Bunlari kullanilarak cesitli desen-
ler olusturuluyor. Bu desenlerdeki kullanilan motif sayisini bulu-

nuz.
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Soru: Altta verilen harflere alttaki asamalar uygulandiktan son-
ra olusan harf sirasin1 d dogrusunun altina yaziniz.

1. Son harf en basa, digerleri de saga otelenir.
2. IKkinci harfin d dogrusuna gore simetrisi alinir.

3. Son harf saat yoniiniin tersi yoniinde 90 ° dondiiriiliir.

_|

~ 738 ~



Soru : Altta verilen say1 grubu merkez nokta etrafinda saat yoniin-

de 4590° dondiiriiliirse say1 grubunun yeni durumunu bulunuz.

01
23

~ 739 ~



( Bu boluimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12.5. TUREV
12. 3. 1. Limit ve Sureklilik

Terimler ve Kavramlar: Bir noktada limit, sagdan limit, soldan
limit, suireklilik

12.5.1.1. Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti, soldan limit ve
sagdan limit kavramlarini aciklar.

A ') Limit kavrami bir bagimsiz degiskenin verilen bir sayiya
yaklasmasindan hareketle, tablo ve grafikler yardimiyla
aciklanir.

B ) Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilir.

C) Cauchy’nin calismalarina yer verilir.

~ 740 ~



12. 5. 1. 2. Limitile ilgili 6zellikleri belirterek uygulamalar yapar.

A') Polinom, koKilii, tistel, logaritmik ve trigonometrik fonksi-

yonlar iceren limit uygulamalari yapilir ancak sonsuz i¢in
limit, sonucu + o0 olan durumlara girilmez.

B ) Sadece pay ve paydasi carpanlarina ayrilarak belirsizligin
kaldirilabilecegi limit orneklerine yer verilir.

12. 5. 1. 3. Bir fonksiyonun bir noktadaki sureKkliligini aciklar.

A') Fonksiyonun grafigi iizerinde siirekli ve siireksiz oldugu
noktalar buldurulur.

B ) Limitin tarihsel gelisiminden ve Salih Zeki'nin bu alana
katkilarindan bahsedilir.

C) Bilgive iletisim teknolojileri yardimiyla sureklilik
uygulamalari yaptirilir.

~741 ~



TUREV

Limit Ve Siuireklilik

Limit

y=f(x)=5-x fonksiyonunun x ve y degerlerinin alttaki
tablosunu inceleyelim.

_— e e
x | ... |197198|199| 2 |201]202] 203
y | ... [303]302]|301| 8 |299]298]| 297
—— < ——

Tablodan da goruldugii gibi x sayis1 2 'ye yaklastike¢a, x sayisina

karsilik gelen y sayisi da 3 sayisina yaklasiyor.

Tablo degerlerini fonksiyonun grafigi uizerinde de gorebiliriz.
Bunun icin dogrusal fonksiyonun grafigini ¢cizelim.

~ 742 ~
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5 - x ise x = 5 bulunur.
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Tamum: f: R—R bir fonksiyon olsun. a ve 1 € R icin; x

degeri a sayisini alirken f ( x ) fonksiyonunun sonucu 1 dege-
rini aliyorsa, “f ( x ) 'in limiti 1’dir ” denir.

limf(x)=1 olarak gosterilir.

X —a

Gunluk dilde “ limit ” kelimesi bir miktar, bir fiKkir ya da
herhangi bir seyin otesine gecemeyecegi sinirlar1 tanimlamak
icin kullanilir.

Bizim isleyecegimiz konuda ise limitin tanim1 “ x degerine
yaklasilirken grafik uzerinde fonksiyonun yaklastigi deger ”

olarak adlandirilir.

~ 744 ~



Kural 1: 0Ozel durumlar haric ( sagdan - soldan limit, belirsiz-

likler) limf (x) =f (a) olarakalinmr.
X—a

Yani f fonksiyonunda x yerine a sayisini kullanir ve sonu-

cu buluruz.

Soru: lim(3x?-4x+7)=7?
X—5

~ 745 ~



Soru: lim(x*+3x-1)-1im(9-x3)=7?
X —3 X —> -2

~ 746 ~



Soru I ?{/12—4)( .
0 .. =l
T\ T 3x 1 27
x—-13

~ 747 ~



Not: a ve c € R icin;

1) lim[f(x)+g(x)]=1limf(x)+1limg(x)
X—d X —> a X —» A

2) lim[f(x).g(x)]=1limf(x).limg(x)

X—a X— a X—a
lim f
3) 1i f(x) xlil»a(X)
) Hm ) = Tim g(x)
X —>d
X—4d

4) lim[c.f(x)]=c.limf (x) olarakalinir.
X—4d X—=a

V.b. kurallar ¢ogaltilabilir.
~ 748 ~



Soru: f(x)=4+6x, h(x)=x?%-3x + 2 fonksiyonlar:

veriliyor. Buna gore ;

A) Ilim [f(x)+h(x)]=7?
X — -2

~ 749 ~



f(x)=4+6x, h(x)=x?%-3x+2

B) lim[f(x).h(x)] =7
X —3

~ 750 ~



Soru: f(x)=5x-7, h(x) =4x3 - 14x + 1 fonksiyonla-
r1 veriliyor. Buna gore ;

A) lim [ f(x) h(x) =72
X—> 2

~ 751~



f(x)=5x-7, h(x)=4x3-14x+ 1

B) lim|h(x)—-—f(x)]|=7?
X— -1

~752 ~



Soru: f(x)=3m+ 6x - x? -1 fonksiyonu veriliyor.

limf(x)=31-m isem =7?
X — 4

~ 753 ~



Soru: f(x)=x32+3x-10 + k fonksiyonu veriliyor.
limf?(x)=1lim[f(x)-k+23] isek =7
X — 2 X—-1

~ 754 ~



Soru: lim[sinx +cos(6x)] =7
X —Tn/6

~ 755~



8sinx . tanx

1|
"~

Soru: lim

COS X
X— 60°

~ 756 ~



Soru: 1lim [ cos?x - sin’x + tan(x -15°) ] =?
X— m/12

~ 757 ~



Soru: 1lim arccos( tanx ) = ?
Xx— T/ 4

~ 758 ~



Soru: lim [arcsinx +arctan(1-x)]=7?
Xx— 1

~ 759 ~



Soru: lim(log,sx°) =?
x—=125

~ 760 ~



Soru: lim[log,(x+126)-log,(9-x)]=7?
X—-6

~761 ~



Kural2: f(x) = c ( c sabit,c € R ) sabit fonksiyonunun

sonucu, X bir a ( a € R ) sayisina gitse de degismez.

limf ( x ) = ¢ olarak alinir.

X —»d
y A
C y=f(x)=c
0 a X

~762 ~



Soru: f(x) =75 fonksiyonunda
limf(x)+1limf3(x)=2m-14 ise m = ?
X — 4 X —>-7

~763 ~



Soru: f(x)=kx - 4x + 3k - m + 6 fonksiyonunda her

a€ERicin limf(x)=10 ise k.m =7?
X —d

( Hatirlatma : Sabit fonksiyonda x ‘li terim bulunmazdi. Sabit
dizi konusunda da islemistik. )

~ 764 ~



Soru: f 2mx — 5
oru: T(x)=0"30

fonksiyonunda her a € R icin

limf(x)=Kkisek+m=7?

X —p d

( Hatirlatma : Sabit fonksiyon Kesirli verilirse benzer terimlerin

oranlari birbirine esitti. )
~765 ~



Tanmim: 1) f ( x ) fonksiyonunun x = a sayisina soldan

yaklasirken aldigi degere f fonksiyonunun “ soldan limiti ” ada

verilirve lim f ( x ) ile gosterilir.
X—>da
limf(x)=1; degerinede fonksiyonun “soldan limit

X—a’ degeri ” ad1 verilir.

2) f ( x) fonksiyonunun x = a sayisina sagdan yaklasirken
aldig1 degere f fonksiyonunun “ sagdan limiti ” ad1 verilir ve
lim f ( x ) ilegosterilir.
X—a’
limf(x)=1; degerinede fonksiyonun  sagdan limit

X—a’ degeri ” ad1 verilir.
~ 766 ~



Ornegin alttaki grafigi verilen fonksiyonu inceleyelim.
f: R-{4}—R olsun.

limf(x)=5, limf(x)=3 , limf(x)=1 ve
X——1" x——171 X— 4"

limf(x) =1 olarak bulunur.

Xx— 4"
~767 ~



Soru : Ay Taniml oldugu aralikta grafigi

verilen f ( x ) fonksiyonu icin

istenenleri bulunuz.
f:R-{-4}—R

A) limf(x)=?
X——27 B) limf(x)-limf(x)=7?
X —»—2" X— 47

~ 768 ~



C) f(-2)=7?
D) limf(x)+1limf(x)=?
x —07 X — — 4~

~ 769 ~



Soru : V4

f:[-3,0)-{0,2})—1R
Taniml aralikta verilen f ( x )

fonksiyonu icin asagidaki
istenenleri bulunuz.

A) limf(x).limf(x)=? B)limf(x)-limf(x)=?

X——17T x—4"

X ——1" X ——27

~ 770 ~



-2 f(x)veg/(x) fonk-
siyonlarinin grafikleri
verilmistir. Buna gore;

A) lim[f(x)+g(x)]=?2B) lim[5g(x)-f(x)]=7?

X— 0" X —27

~771~



f(x) ve g ( x) fonksiyonlarinin
X grafikleri verilmistir. Buna gore;

lim[f(x)+g(-x)]=7?

X — 27

( x sayisiicin limit degeri bilinmeyen fonksiyonda x’in yerine, yak-

lasilan tarafa gore yaklasik bir deger icin limit sonucu kullanilir. )
~772 ~



2.vol: g ( - x ) fonksiyonunun grafigi cizilip istenenler bulunabi-

lir. Grafigin y eksenine gore simetrigi cizilirdi. ( 11. Sinif )

lim[f(x)+g(-x)]=7?

X — 27

~773 ~



Soru :

Tanimli1 oldugu aralikta
y=f(x-3) fonksiyonunun
grafigi yanda verilmistir.

buna gore;

f(x-3)

( Istenilen x degerinin limitini bulmak icin x’e yaklasilan tarafa

uygun yaklasik bir deger alinir. Bu sayiy1 verecek grafik lizerinden

bir say1 secilir ve bu say1 icin limit bulunur. )
~774 ~



2.vol: f ( x ) fonksiyonunun grafigi cizilir ve istenen limit degerle-
ri bulunur. f ( x - 3 ) verildigi icin grafik ilk haline yani 3 br sola
kaydirilr.

~ 775~



Kural 3: f ( x ) fonksiyonunun x = a sayisina soldan ve sag-

dan yaklasirken aldigi deger ( 1 ) ayni oluyorsa, fonksiyonun
X = a noktasinda limiti vardir.
limf(x)=1;, ve limf(x)=1, olup I; =1, ise
X —a’ X—a

fonksiyonun x = a noktasinda limiti vardir.

l; =1, =1 olarakalmip Iim f ( x ) =1 sonucu bulunur.
X—d

Tanun : Bir fonksiyonun grafigi iizerindeki kopukluk
( grafikte; kesiklik, atlama gibi ) olan noktalara “ kritik nokta”

adi verilir.
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Soru: Asagida tamimli oldugu aralikta grafigi verilen f ( x ) fonk-

siyonu ic¢in istenenleri bulunuz. f: R-{-2}—R

>
X

A ') Kritik noktalarin ap-
sis degerlerini soyleyiniz.

B) limf(x)=7?

X —» 0
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C) limf(x) =27 D) limf(x)=?

X—5 X —3

~ 778 ~



Soru: Asagida tamimli oldugu aralikta grafigi verilen f ( x ) fonk-

siyonunun grafik tizerinde; A) Verilen hangi x degerleri icin limit
vardir? f: R- {3}—R fy
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B) Verilen noktalar yf
dusunulerek limiti var 4_ .............................. :
olan noktalardaki limit :
degerlerinin toplami
kac olur ?

C) Kiritik noktalarin apsisleri toplami kac¢ olur ?

~ 780 ~



Soru : y 4

f: R— R
fonksiyonunun grafigi
yanda verilmistir.

Buna gore; -3

A) Verilen noktalardan, limiti
var olan noktalardaki limit
degerlerinin toplamini bulunuz.

~ 781 ~



B) (-3, 6 ) araliginda

hangi x tam say1 degerleri icin
fonksiyonun limiti vardir ?

( Verilen noktalar denmiyor. Araliktaki

gizli x degerleri kontrol edilir. )
~782 ~



Soru :

f(x-3)

Taniml oldugu araliktay = f ( x - 3 ) fonksiyonunun grafigi
yanda verilmistir. f ( x ) fonksiyonunun grafiginde verilen nokta-
lar dusiniilerek fonksiyonun limitinin var oldugu noktalardaki x

degerlerini bulunuz.
~783 ~



Kural 4: ( Parcali Fonksiyonun Limiti )

K(x) , x<a ise
f(x) = M(x) , x=a ise parcali fonksiyonu
N(x) , x>a ise verilsin.
limf(x)=limK(x)=1; ve
X— a X —a

limf(x)=1limN(x)=1, degerleribulunur.
X— a’ X—a’

e 1, =1, ise fonksiyonun x = a noktasinda limiti
vardir. X = a parc¢ali fonksiyonun sinir noktasidir.

e X = b degeri sinir noktasi degilse fonksiyonun limit

degeri b 'nin bulundugu yere gore f ( b ) olarak alinir.
~784 ~



Soru : 24 - 3x , X< 2 ise

f(x) = 12 , X =2 Iise parc¢al1 fonksiyonu

X +4x+6 , x>2 ise veriliyor. Buna gore

fonksiyonun x = 2 ve x = 5 noktalarindaki limit degerleri varsa
bulunuz.
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( 1 + x?2
Soru : , X

X — 2
f(x) =<

(3)"‘ 11 _
— -— , x>1 1se
\ 5 3

parcali fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyonun x = 1 ve

IN
-

ise

X = - 3 noktalarindaki limit degerleri varsa bulunuz.

~ 786 ~



Soru : -x3-4x+1 , x<-2 ise

f(x)= 4x*-x+2 , -2<x<3 Iise
x3 +2x+2 , 3 <x ise
parc¢ali fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyonun; A) x = - 2

noktasindaki limit degeri varsa bulunuz.

~ 787 ~



-x3-4x+1 , x<-2 Iise
f(x) = 4x*-x+2 , -2<x<3 ise
x3 +2x+2 , 3<x ise

B) x = 0 ve x = 3 noktalarindaki limit degeri varsa bulunuz.

~ 788 ~



Soru : 42-3  x<a ise
f(x) =

gx+1 = x>a ise

parcali fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun x = a noktasinda limiti
varsa a degerini bulunuz.
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F x% —4x + 1
Soru : , X< 4 ise
5 —x
f(x)="1
\ log,x+log,,5 , x>4 ise

parc¢al1 fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun x = 4 noktasinda limiti
varsa m degerini bulunuz.

~ 790 ~



Soru : m2-mx2 , x<2 ise

f(x)= - x? , X =2 ise

n3 + 2m , X > 2 ise
parcali fonksiyonu veriliyor. Bunagore lim f(x ) =f( 2 ) ise
m+n=7? X—2

~ 791 ~



Soru : ax + 2b - 1 , X< 2 ise

f(x)=4 Vx2+4x+4 , 2<x<3 ise
a + bx , X >3 ise

parcali fonksiyonunun her x reel sayisiicin limiti var olduguna
gore a.b = ?

~ 792 ~
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Kural 5: ( Limitte Belirsizlik Durumu )

f(x) 0

lim = — belirsizligi ortaya cikarsa, pay ve payda-
g(x) O

X — a da carpanlara ayirma yapilir ve ortak

carpanlar sadelestirilerek belirsizlik ortadan kaldirilir.
Islem yapmadan énce belirsizligin olup olmadig1 kontrol

edilmelidir.

X% — 64
Soru: lim = ?
X + 8
X— -8
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2. yo[ . 0/ 0 belirsizliginin ¢oziimi icin carpanlara ayirmak
Kimi durumlarda zor olabilir. Bu durumlarda L’'Hospital kura-
Iim1 kullanmak isimizi kolaylastirir. Pay ve paydanin ayri ayri
turevleri alinir. Turevi alacagimiz degisken x olmalidir. Yani
x ‘e bagh olarak turev aliyoruz. L'Hospital kurali mifredatta

yok ama tirev konusunu daha sonra isleyecegiz.

a sayisinin tuirevi 0 olarak alinir. Yani herhangi bir
sayinin tiirevi sifir olarak alinir.

X fonksiyonunun turevi 1 olarak alinr.

a.X fonksiyonunun tiirevi a olarak alinir.

x" fonksiyonunun tiirevi n.x" = ! olarak alinir.

a.x" fonksiyonunun tirevi a.n.x" ~ ! olarak alinir.
~ 795 ~
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2x% — 7x — 4
x%2 + 3x — 28

I
"~

Soru: lim

X— 4
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< s x3—8 )
. 1M =
e X2 + 4x — 12

X—> 2
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3 3

C oo x3-y3
Soru: lim vZ _ x2 = 7
X—y
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x* +x3 -x-1
x —1

1|
=~

Soru: lim

x—1
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X% + mx — 7
Soru: lim — = k olup k # 0 ise m ve k sayilar-

x—1 ni bulunuz. ( Payda 0 olurken
sonu¢ tanimsiz olmuyorsa demek Ki islemde 0 / 0 belirsizligi var-

dir. Payin 0 olmasiicin m degeri bulunur ve ardindan kural kulla-
nilir. )
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X% —mx — 3
Soru: lim 3 = k olup k # 0 ise m ve Kk sayilari-
x? + 1
x—-1 n1 bulunuz.
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X — 3
oru. lim = Kk olup k # 0 ise m ve kK
5 —4x% + mx — 3 P 1 v
X—3 sayllarini bulunuz.
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2.vol: L’Hospital kurali da uygulanabilinir.

3\/x + 2
lim = ?
X + 8

X — -8
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Soru: lim

X —1

~ 810 ~
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( Ozel fonksiyonlarin tiirevine girmeyecegimiz icin L’hospital kural

yerine carpanlara ayirma kuralindan faydalanilir. )
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cos ( 2x )

Soru: lim

COSX — SinXx

T
X=—

4
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Not : Mutlak degerli fonksiyonlarin limitinde x = a sayisina

nerden yaklasildigina dikkat edilerek mutlak degerin isaret
kontrolu yapilir ve mutlak deger ortadan kaldirilir. Belirsizlik
varsa ortadan kaldirilir ve x = a sayisi fonksiyonda kullanilir.
| x — 5 |

X — 5
X— 57

Soru: lim ?
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4x — 8 + |2 — x
x%2 — 4

I
"~

Soru: lim

X— 2"
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Jx2 —6x + 9

X2 —-x—6
x— 37

1|
"~

Soru: lim
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Soru :

tan x

lim

X—s 210

| tanx |
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| sin(2x ) |

2 Ssin X Ccos X
ntt
2

?
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= ? ( Say1 mutlak degerin kokii ise verilen

saylya sagdan ve soldan yaklasirken limit
kontrolii yapilmalidir. )
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Soru :

X“ = | x|

lim

x— 0

2x2 + | x|

~ 823 ~



StireRGAR.

X = a ic¢in f fonksiyonunun alttaki ii¢ durumunu inceleyelim.

1) Ay

f
/ lim f( x ) yoktur. Ciunki

X—s a sagdan ve soldan

limit degerleri birbirine esit

a X degildir.
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limf( x) vardir ama

X — a limit degeri

ile fonksiyonun aldigi

deger birbirine esit degildir.
limf(x)=#f(a) 'dmr.

X —d

~ 825~



lim f( x ) varvelimit degerinin sonucu ile
fonksiyonun aldigi1 deger
birbirine esittir.

X—=4d

limf(x)=1f(a) olur.

X—>a4a

~ 826 ~



Tanun: x = a icin fonksiyonun limiti var ve limit degeri

fonksiyonun bu noktada aldig1 degere esit ise bu fonksiyona

“x = a noktasinda stireklidir ” denir.
limf(x)=f(a) isefonksiyon x = a noktasinda
X—a sureklidir.

limf(x)=1limf(a)=1f(a) saglanmahdir.

X—a_ X— at

*** @Grafik sorularinda bir noktada sureklilik olmasi icin

grafikte Kesinti olmamalidir.
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Soru : y A

A) Yanda f
fonksiyonunun
grafigi verilmistir.
Verilen noktalardan
hangi x degerlerinde
f fonksiyonu
sureklidir ?

Al

(*** Not: Bir tarafi olmayan noktalar i¢in nokta sisteme dahil

ise bu noktada fonksiyon surekli olarak alinir. )
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B ) Fonksiyonun siirekli oldugu en genis tanim Kiimesini bulunuz.
( Tanim Kiimesi: Grafigin sol ve sag sinirlari arasindaki kiime idi.

Bu kiimeden fonksiyonun siirekli olmadigi1 x degerleri ¢cikartilir. )
~ 829 ~



Soru : Ay Yanda grafigi verilen f fonksi-

yonu i¢cin; A ) Fonksiyonun

surekli oldugu en genis
araligi bulunuz.

B) Verilen noktalardan ka¢ x degerinde f fonksiyonu sureklidir ?
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C) Verilen noktalarin hangi x degerlerinde limit var olmasina
ragmen sureklilik saglanmaz ?
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-4
Ustte f ( x + 2 ) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Buna gore;

A') f fonksiyonunun siirekli oldugu en genis araligi bulunuz.
B) f fonksiyonunun grafiginde kullanilan hangi x degerleri i¢in

fonksiyon siireklidir ?
~832 ~



f ( x )’in grafigi cizilir ve istenilenler bulunur.
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Soru: f(x)=|3x— 6|+ 5 fonksiyonu x = 2 noktasinda

surekli midir ?
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Soru : x3 - 2x

, X<-1 .ise
f(x) = 2 + X , XxX=-1 .ise
2x* -3x-4 , x>-1 ise

parcali fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = - 1 nokta-

sinda siirekli midir ?
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Soru : f J8x — x2 + 1 , X<5 ise

f(x) = < log,.(x + 620 ) , X=05 Iise

.\ (4x-8):(2-x) , X>05 ise

parcali fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = 5 nokta-
sinda surekli midir ?
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Soru : al- 2x ., X< 2 ise

f(x) = X% +2-X , X =2 Iise

a’ -bh%?2+8 , x>2 ise

parc¢ali fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = 2 noktasinda
siirekliise a.b=?(a,b € Z")
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Soru : 2kx +t , x <1 ise

f(x) = 4 + X , Xx=1 Iise

k - 2tx , xXx>1 ise

parcali fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = 1 noktasinda
surekliise k + t = ?
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Soru . a-sin(2x) , x<m/4 ise

f(x) = a.b +1 , X=m/4 ise
2

sin“’x+5 , x>mn/4 ise

parcali fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = /4 nok-
tasinda surekli ise a ve b sayilarini bulunuz.

~ 841 ~
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Soru :
f(x)=

2x - 1
n + mx

-X+ 4

)

)

)

X
1

X

<1 ise
< X< 2
> 2 ise

ise

parcali fonksiyonu veriliyor. Fonksiyon her x sayisi icin surekli ise

m.n = ?
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Kural: Bir fonksiyonun siirekli olmasi icin f fonksiyonunu

tanimsiz yapan x degeri olmamalidir. Yani fonksiyonlar tanim-

1 olduklar1 en genis kiimede stuireklidirler.

Siirekliligi saglayan = R - { ? }

En Genis Kume l \

Tum sayilarin kiimesi Fonksiyonu tanimsiz

( Reel sayilar kiimesi ) sayllari ¢cikartiriz.

~ 844 ~



2x — 8
X2 — 4x — 12
en genis Kiimeyi bulunuz.

Soru: f(x) = fonksiyonunun siirekli oldugu
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x3 — 27
—x% 4+ 5x + 14
gu en genis Kiimeyi bulunuz.

Soru: f(x) = fonksiyonunun siirekli oldu-
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5
x3 — x2 - 4x + 4

Soru: f(x) = fonksiyonunu siireksiz ya-

pan x degerlerinin ¢carpimini bulunuz.
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6x

sinx — 2

Soru: f(x) = fonksiyonunun surekli oldugu en genis

kiimeyi bulunuz.
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sin X
Soru: f(x) = cos(2x) — 1 fonksiyonunun siirekli oldugu

en genis kimeyi bulunuz.
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Soru: f(x) =tanx + cotx fonksiyonunun siirekli oldugu en

genis kiimeyi bulunuz.
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Soru: f(x)="%x*—=3x3 — 18x2 fonksiyonunun siirekli

oldugu aralig1 bulunuz. ( 3/ a koklii ifadesinde n_cift say1ise a = 0

olmahliydui. Esitsizlik tablo sisteminden istenilen bulunur. )
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Jx2 — 6x + 5
x2 -9

Soru: f(x) = fonksiyonunu siireksiz yapan

X tam say1 degerlerinin adedini bulunuz.
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2x + 1
X% +tx + 9
degeri yoksa ( yani fonksiyon tiim reel sayilar icin tanimli1 ) t’'nin
cozum araligin1 bulunuz. ( Paydanin sifir olmamasi demek denkle-
min kokleri yok demektir. O halde A < 0 olmahdir. )

Soru: f(x) = fonksiyonunun siureksiz yapan x
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5 — X
px2 —3px+5+p
lar icin tanimli ise p 'nin ¢ozum araliginda ka¢ tam say: vardir ?

Soru: f(x) = fonksiyonu tiim reel sayi-
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8

x2 —4x + k+ 5
yapan farkh iki x degeri varsa K 'nin ¢ozim araligin1 bulunuz.

Soru: f(x) = 2 fonksiyonunun siireksiz

( Paydanin farkl iki kokii var ise A > 0 olmalidir. )
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x% -1
ax? — 8x + 2
tek x degeri varsa bu x degerini bulunuz. ( Paydanin tek koku var

Soru: f(x) = fonksiyonunun siireksiz yapan

ise A = 0 olmalduir. )
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r 6

Soru . , x<1 ise
X + 2
f(x)=< 4x-2 , 1<x<4 ise
5x
, X224 ise
. 3Xx — 6

parc¢all fonksiyonu ka¢ x degeri icin siireksizdir ? ( 1 ) Fonksiyo-
nun sinir degerleri icin limit kontrolu yapilir. 2 ) Fonksiyonu
tanimsiz yapan x degerlerine bakilir. Yalniz bulunan deger x'in
sartini saglamahdir. )
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( 1

oru. , X< -2 1se
S x2 -9
— 2
f(x) =« < + 12 , —-2<Xx<3 ise
2X
, X>3 ise
.\ O — X

parcali fonksiyonu kac¢ noktada stireksizdir ?
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( X X 2
Soru : + , X <2 ise
—1 4+ X X +1
f(x) =
x + 10 X + 2
+ , X > 2 ise
. 4 + x —xXx + 5

parcali fonksiyonu ka¢ noktada stireksizdir ?
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( Bu boliimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12.5.2. Anlik Degisim Orani ve Tiirev
Terimler ve Kavramlar: Anlik degisim orani, tegetin egimi, tiirev,

sagdan tirev, soldan tiirev

Sembol ve Gosterimler: f £ dy Y an
embol ve Gosterimler: f ( x ), (X)'dx'dzx' (a" ),
f'(a")

12. 5. 2.1. Turev kavramini aciklayarak islemler yapar.

A) Anlik degisim orani fizik ve geometri modellerinden yararlani-
larak aciklanir.

B ) Verilen bir fonksiyonun bir noktadaki tiirev degeri ile o nokta-
daki tegetinin egimi arasindaki iliski tizerinde durulur.
C) f(x)=c,f(x)=ax" (a,ceR,n=1,2,3,4)

fonksiyonlarinin tiirevleri, tiirev tanimi kullanilarak hesaplatilir.
~ 866 ~



C) Yalmizca f( x) = ax™ (a€ R, n € Q ) seklindeki fonksiyonlar
icin tirev kurallari verilir. Bunun disindaki fonksiyonlarin ( kapali ve
parametrik fonksiyonlar dahil ) tiirev kurallarina yer verilmez.

D ) Rolle’nin ¢calismalarina yer verilir.

12. 5. 2. 2. Bir fonksiyonun bir noktada ve bir aralikta tirevlenebi-
lirligini degerlendirir.

A ') Bir fonksiyonun tanim kiimesinin acik¢a belirtilmedigi durum-
larda tanim Kiimesi olarak, fonksiyonun kuralinin gecerli oldugu en
genis kiime alinir.

B ) Fonksiyonun tiirevli olmadigir noktalarla grafigi arasinda iliski
kurulur.

12. 5. 2. 3. Turevlenebilen iki fonksiyonun toplami, farki, carpimi ve
boliimiiniin tirevine ait kurallar yardimiyla islemler yapar.

12.5. 2. 4. IKi fonksiyonun bileskesinin tiirevine ait kurali ( zincir

kural1 ) olusturularak tirev hesabi yapar.
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TUREV

Ortalama Defisim Hizy (11.Swmuf Konusu Idi )

Bir nesnede birim zamanda meydana gelen degisimler ( artma,
azalma vb. ) “ ortalama degisim hiz1 ” olarak adlandirilir.

f(b) :\B
[y
f(a) J
0 a b X

f fonksiyonunun [ a, b ]

araligindaki ortalama

Ay
degisim hizi Ax sembolil

ile gosterilirdi.

Ay f(b)—-f(Ca)

AX b — a

olarak alinirdi.
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Ax : A’dan B’ye x degerindeki degisimve Ay : A’dan
B ’'ye y degerindeki degisimi gosterir.

Ortalama degisim hizina “ degisim orani ” da denilir. V. ile
de gosterilir.

Ay
A - Vort olarak ta alinir.

Simdiki sorularda ise;

Ax : Konumdaki degisimi ( Veya AS olarak ta veriliyor. )
At : Zamandaki degisimi gosterir.

t; ( baslangic¢ ) ile t, zamanlar1 arasindaki degisim hizi

AX X(t —x(t
Vort = —— = (t2) (1) olarak alinir.
At to, — 4
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Soru: Bir hareketlinin zamana ( sn ) baghh konumu (m )

x(t) =3t? - 4t + 1 fonksiyonu ile verildigine gore, hareketlinin
ilk 5 saniyedeki degisim hizini ( m / sn ) bulunuz.
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Soru :

4 X (konum)

Belli bir yiikseklikten itibaren

x(t)=t?+ 4t + 6 hareket eden bir

hareketliye ait konum - zaman grafigi
yanda verilmistir. Buna gore;

A') Hareketlinin ilk 4 saniyedeKki

ortalama degisim hizinin kacm / sn

oldugunu bulunuz.

>
t (zaman )
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B ) HareKketlinin 2. ve 7. saniyeler arasindaki ortalama degisim
hizini bulunuz.
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4 X (konum )
x(t)=t?> +4t+ 6

C) HareKketlinin baslangicta yerden
yuksekligi ka¢c m 'dir ?

.
t (zaman )
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Soru: Bir hareketlinin zamana ( sn ) baghh konumu (m )

x (t) = 2t% + 8t fonksiyonu ile verildigine gore, hareketlinin ilk
kacinci saniyeye kadar Ki degisim h1z1 20 m / sn olur ?
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Tanum: Bir hareketlinin t, ile t, saniyeleri arasindaki orta-
Ax  x(tz ) —x(tg)

lamahiz1 V, = — = olarak bulunur-
At to — t4
du.
: x(t) —x(ty) .. . . ..
lim A limit degerine hareketlinin t,
—to
t—t, anindaki “ anlik degisim orani”

ad1 verilir. Bir fonksiyonun anlik degisim oranina fonksiyonun
t , noktasindaki “ tiirevi ” adi1 verilir. Tiirev degeri x'( t, ) ile
gosterilir.

X(t) —x(*¢t
X'(ty)=1lim ( 1 t( 0 ) olarak alinir.
— to
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Soru: Bir hareketlinin zamana ( sn ) bagh konumu (m )

x(t) =t? - 9 fonksiyonu ile verildigine gére, hareketlinin 5. sa-
niyedeki anlik degisim hizi ka¢ m / sn olur ?
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2. yo[ . L’Hospital kuralinda x’e bagh tiirev alimini goster-

mistik. Anlik degisim hizinda da tiirev alacagimiz degiskenin t

olduguna dikkat etmeliyiz.

x (t) = t? - 9 hareketlinin 5. saniyedeki anlik degisim hiz1 ?
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Soru: Bir hareketlinin zamana ( sn ) baghh konumu (m )

x(t)=t?+ 2t + 5 fonksiyonu ile verildigine gore, hareketlinin
3. saniyedeKki anlik degisim hiz1 ka¢c m / sn olur ?
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Soru : IKi hareketlinin konum - zaman fonksiyonlari

t3
x(t)=T—t2 +t ve S(t) =2t%? - 4t + 5 olarak veriliyor.

Bunu gore hareketlilerin; A ) 3. saniyedeki anlik hizlarini bulunuz.
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3
t
X(t)=T—t2+tve S(t)=2t?-4t+5

B ) Anlik hizlar1 kac¢inci saniyelerde birbirine esit olur ?
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d Bir hareketlinin zamana baglh

konumu x (t) = t? + 1 fonk-
siyonu ile veriliyor. A noktasi
fonksiyon ile d dogrusunun kesim
noktasidir. Buna gore;

A') Hareketlinin 2. saniyedeki

anlik degisim hi1zini bulunuz.

3 /4

(sn)
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d B) ddogrusunun egimini
bulunuz.

0] 3/4 2 t>(sn)
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Kum[ . Zamana bagli konun fonksiyonu x ( t ) i¢in; fonksiyona
A(t,, x(t,) ) noktasinda teget olan bir d dogrusu icin, fonk-

siyonun bu noktadaki tiirevi d dogrusunun egimine esittir.

X(t) —x(t
mg=x(t,)=1im ( 1 t( o ) olarak alinir.
— to

t—t,
Bu isleme uygun olarak, f ( x ) fonksiyonunun x = a nok-

o . f(x)—-f(a)
tasindaki tiirevi f'(a ) = lim Y — a olarak

alinir. X — A

y = f ( x ) fonksiyonunun turev fonksiyonu f'( x ) , y ',

dy df (x)

dax Y dx

olarak gosterilebilir.
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d

I ifadesine “ tiirev operatoru ” adi verilir. X 'e gore tiurev
X

alinacagini belirtir.

f(x)—-—f(5) _
X — 5 B

Soru: f(x)=x3 fonksiyonuicin lim ?

X —5
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Soru: f(x)=2x? + 5x - 1 fonksiyonu icin

f(x)-f(-7)
X + 7 B

lim ?

X —» -7
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f(x)—-—f(6) _
X — 6 B

Soru: f'(x)=-5x+ 20 icin lim ?

X—6

~ 886 ~



f(x)—-f(-2) _
X + 2 B

Soru: f'(x)=x?-3x + k icin lim 9

ise k = ? X— -2
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. f(x)—-fCa)
Not: f'(a)=1im . — a isleminde x - a = h

X — a donusumiu yapilirsa;

e X—a Olurken h — 0 olur.

e X-a=Dh ise x=a + h olur.

fi(a)=lim 2]y AR ()
X—=a h—0

olarak bulunur.

Soru ¢oziimlerinde iKi limit kuralindan da ¢oziim yapilabi-
lir.
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f(3+h)—f(3)
- -

Soru: f(x)=5x-8 icinlim ?

h—0
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f(-1+h)—f(-1)
- -

Soru: f(x)=4x? icinlim ?

h—0
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f(2+h)—f(2)_
" =

Soru: f(x)=x?+mx -5 icinlim 1

isem =? h—0
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Turev Alma Kurallari
Fonksiyonlarin tirevini limit kuralindan faydalanarak

cozmek yerine ¢o0ziim icin tiirev alma kurallarini1 kullanmak

isimizi ¢cok kolaylastirir.

Kural 1: ( Sabit Fonksiyonun Tiirevi )

c€ER (csabit)icin f(x ) =c ise f'(x) =

olarak alinir. Yani sabit fonksiyonun turevi sifirdir.

Kural 2: ( Uslii Fonksiyonun Tiirevi )

a€ERven€Qicin f(x)=a.x" ise

f'(x) = x™ ~ 1 olarak alnur.
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Uslii fonksiyonun tiirevinde kuvvet iislii ifadenin basina

carpim olarak indirilir ve kuvvet bir azaltilir.

Ornegin;
1) f(x)=51ise f(x)=5.1=5.x" olup
f'(x)=5.0.x°"1 =0 bulunur. Sabit sayilarin tiirevi

her zaman 0 'dir.

2) f(x)=8x ise f(x)=8x! olup
f'(x)=8.1.x1"1=8.x"=8.1 = 8 bulunur.

3) f(x)=3x>ise f'(x)=3.5.x*% =15.x* olarak

bulunur.
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Soru: f(x)=4x3 isef'(-2)+f(-2)=7?
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Soru: f(x)=7x"%*ve h(x)=-12 ise
£(1)+h'(9) =2
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2
Soru: f(x)=6x% ve h(x)=— ise

X4l
f'(3)+h'(-1)=7?
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Soru: f(x)=+Vx isef'(16) =7?
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Soru : f(x)=—xi5 ve h(x)= Vx ise

f'(1)+h'(8) =7
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f(x)=3Yx2.x isef'(x) =7
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Soru : ise f'(x) =7

2X
f(x) = 5\/72
X

~901 ~
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Kural 3: ( Toplamin Tiirevi )

e f(x)=a.x"+b.x™+ ... seklindekifonksiyonun

turevinde her bir terimin turevi alinir.
e (f+h)'(x)=1f'(x)+h'(x)
e (f-h)'(x)=1f'(x)-h'(x) olarakalinir.

Soru: f(x)=2x3-3x?2+4x+1 isef'(-1)=7?
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1 x 2
Soru : f(x)=—?.x3+x4+T—6 ise f'(2) =7
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f(x)—-f(4) _
X — 4 B

Soru: f(x)=8Vx +2x% -x3 ise lim

X — 4

?
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Soru: f(x)=x3+5x*’-mx+1ve f'(-2)=6 isem =7?
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Soru: f(x)=2x3+k-4x+6 ve f'(2)=f(-1) ise
k =7?

~908 ~



Soru: f(x)=x*-4x+1ve h(x)=-x3+x+ 3 fonksi-

yonlari veriliyor. Bunugore; A) (f+h)'(5) =7?
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f(x)=x%*-4x+1ve h(x)=-x3+x+3

B) (f-h)'(-1)+(f.h)(1)=7?
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Soru: P ( x) polinom fonksiyon olmak iizere

P(x)+5.P'(x)=3x-5 ise P( x ) polinomunun denklemini
bulunuz. ( Hem polinom hem de tiirevinin bir arada oldugu denk-
lemlerde; polinom fonksiyonunun derecesi, verilen denklemdeKki
fonksiyonun derecesi ile ayni alinir. Busoruicin P( x ) =ax + b
olarak alinir. )
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Soru: P ( x) polinom fonksiyon olmak iizere
P'(x)-4.P(x) =17 - 12x ise P ( x ) polinomunun denkle-
mini bulunuz.
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Soru: P ( x) polinom fonksiyon olmak iizere
P(x)+P'(x)=4x%*+5x-6 iseP(3) =7

~913 ~



~914 ~



Kural4: ( ikinci Mertebeden Tiirev )

. . dy df (x)
f( x ) fonksiyonun tirevi f'( x ), M veya i

olarak gosterilirdi.

Turev fonksiyonunun bir daha tiirevi alinirsa bu fonksiyona

(12
“iKkinci mertebeden tirev ” adi verilir. f" (x) , dx;’ veya
a2 (x) o
Ix 2 ile gosterilir.

f"(x)=[f"(x) ] olur.

d?y d (dy
dx2  dx \ dx

) olarak alinir.

~915 ~



Soru : f(x)—i ise f"(x) =?

~916 ~



Soru: f(x)=5x*-x+x3+6isef"(-1)=7?

~917 ~



2x ° x 2
Soru: f(x) = - —T+4x2+6isef"(2)=?

~918 ~



Soru . f(x)=ﬁ+%isef"(1)=?

~919 ~



~920 ~



~921 ~



Soru: f(x)=-x*+kx3+2x ve f'(-2) = 46 ise
£7(1) =2

~ 922 ~



Kural 5: ( Carpimin Tiirevi )
(f.-h)'(x)=f"(x).h(x)+f(x).h'(x)
olarak alinir.
(f.g.h)'(x)=f"(x).g(x).h(x) +
f(x).g(x)h(x)+1f(x).g(x).h'(x)

olarak alinir.

Daha fazla ¢carpim verilirse yine ayni tiirev alma yontemi
kullanilir.

~923 ~



Soru: f(x)=x*?+1veh(x)=5x-2ise (f.h)'(x)=7?

~ 924 ~



2.vol: Ya da carpim fonksiyonunun sonucu bulunur ve
ardindan bulunan terimlerin tiirevi alinir.

f(x)=x?+1ve h(x)=5x-2ise(f.h)'(x)=7?

~ 925 ~



Soru: f(x)=2x3-6x ve h(x)=x*+x ise
(f.h)'(2) =2

~ 926 ~



1
Soru: f(x)=x?+2xve h(x)=—+ 3 ise

(f.h)'(-1)=7? .

~ 927 ~



Soru: f(x)=(x2-6x).(Vx -7) isef'(4) =7

~ 928 ~



~ 929 ~



Soru: f(x)=5-x%+3kx ve h(x) =x3 + 2x ve
(f.h)'(1) =10 ise k = ?

~930 ~



~931 ~



Soru: f(x)=(2x-4).(x*+1).(8 -x3) ise
f'(1)=7

~932 ~



~933 ~



Soru: P(x)=(4-x%).(3x+1).(x-1).(5x+3) ise
P'(2)=7? (Birc¢arpam1 0 yapan gruba f ( x ) diger carpanlara

h ( x ) denirse kolay yoldan tiirev alinir. Ya da tiirev sadece sifir
yapan ¢arpana uygulanir. )

~ 934 ~



Soru: P(x)=(x+1).(3-x).(x+2).(x-1).2x ise
P'(-2)=7

~935 ~



Soru: P(x)=(x+20).(x+19).(x+18)...(x+1).x
iseP'(0)=7?

~936 ~



Kural 6: ( Béliimiin Tiirevi )

k \, k'(x).h(x)—-—k(x).h'(x)
(?) (x) = hZ(x) olarak
alinir.
g . 1+ 2x ' ,
oru. f(x)-x2+1lsef(3)=.

~937 ~



~938 ~



~ 939 ~



~ 940 ~



)'(2)=?

= | =~

Soru: f(x)=x%-x ve h(x)= 3x? ise(

~941 ~



~ 942 ~



Soru: f(x)=2x?+ 3x ve h(x)= 4x - 3x? ise

()

~943 ~



~ 944 ~



2x% +1)(x—-1
Soru : f(x)=( - 3x3(zx ) ise f'(0) =7

~ 945 ~



~ 946 ~



Soru: f(x)=4-3x ve h(x) =x - 2 fonksiyonlari

(f.h)(x)
(f+h)(x)

veriliyor. K( x ) = isekK'(0) =7

~ 947 ~



~ 948 ~



ve f'(1)=0 isea =7?

~ 949 ~



~950 ~



1 1
Soru: y=f(x) ve ;+¥=1 ise; A) f(x)=7?

~951 ~



B) f'(x) =7?

~952 ~



Soru f Y = 1 e f'(-5) =72
oru. = X) ve x = (- = 1
y=f(x) S 1 e f(-5)

~953 ~



~ 954 ~



Soru: f tekfonksiyondur. 2 + f(-x) =3x - x.f( x ) ise
f'(x) =7 ( Hatirlatma: f cift fonksiyonise f( -x ) =f( x ),
f tek fonksiyonise f( -x ) = -f( x ) olarak alinirdi. )

~ 955 ~



~956 ~



f(x) =

Soru : 3x -5 , x<1 ise
ve

x%-4x , x=21 ise

X" +x , x<3 ise fonksiyonlar veriliyor.
h(x)-=

x-1 , x=23 ise Buna gore;
A) (f+h)'(9)=

secilir ve tiirev alinir. )

? (. Saymnin bulundugu sarta gore fonksiyon

~957 ~



3x -5 , x<1 ise
f(X)={

X% - 4x , X221 1se

X_2+XJ x<3 ise
h(x)-=

x-1 , x=23 1ise

B) (f.h)'(-1)=27

~958 ~



~959 ~



Kural 7: ( Bileske Fonksiyonun Tiirevi )

f ve h iKki tiirevlenebilen fonksiyon olsun.

(foh)(x)=f(h(x)) olarak bulunurdu.

(foh)'(x) bileske fonksiyonun tiirevi icin;

lvol: (foh)'(x)=h'(x).f'(h(x)) olarak
alinir.

(foh)'(x)=[f(h(x))]"=h'(x).1f'(h(x))

— \

Once i¢ kismin  Sonra fonksiyonun
turevi alinir. turevi alinir.

~960 ~



Soru: f(x)=x%*+2xve h(x)=6x-10 ise
(foh)'(x)=27?

~961 ~



2.vol: Once bileske fonksiyonyani ( f o h ) ( x ) bulunur
ve elde edilen fonksiyonun tiirevi alinir.

f(x)=x%*+2xve h(x)=6x-10ise (foh)'(x)=7?

~962 ~



Soru: f(x)=x%-5x+1ve h(x)=x?+ 3x ise
(foh)'(3)=2

~963 ~



2
Soru: f(x)=x*+4ve h(x)=—+1 ise

2
(foh)'(-1)=7 i

~ 964 ~



x +1
Soru: f(x)=27-8ve h(x) = ise

-1
(hof)'(3)=27 i

~965 ~



~966 ~



Soru :

X f(x) h(x) f'(x) h'(x)
1 -5 2 1 5
2 1 2 3 4

Tabloda verilen degerlere gore;

A) (foh)'(1) =7

~967 ~




X f(x) h(x) f'(x) h'(x)
1 -5 2 1 5
2 1 2 3 4

B) (hof)'(2)+(fofoh)(2)

=7?

~ 968 ~




Soru: f(x)=3x-4, h(x)=x?+x+1ve k(x) =2x

ise (fohok)'(3/8) =7 ( Ugcliibileske fonksiyonda bileske

fonksiyon bulunur ve ardindan tirev alinir. )

~ 969 ~



~970 ~



Soru: f(2x-4)=4x?2-6x+1 isef'(2) =7 ( Verilen,

f( h( x) ) bileske fonksiyon gibi goriiliir ve esitligin tiirevi alinir.

Ic kism1 saglayan x degeri icin sonu¢ bulunur. )

~971 ~



Soru: f(4+5x)=3x-x%+x3isef'(-6)=7?

~972 ~



Soru: f(x*-5)=8/x -2xisex€Z%icinf'(11) =7

~973 ~



~ 974 ~



Soru: f(2x?-3x)=12x%-5x isex ¢ Zicinf'(-1) =?

~ 975 ~



~976 ~



Soru: f(3x+7)=h(x?-4x), h'(12) = 21 ise
f'(25) =7

~ 977 ~



Soru: f(8-2x)=k(4x).h(3x - 1) esitligi veriliyor.
kK(0)=6,h(-1)=4,Kk'(0)=5ve h'(-1)=-1 ise
£(8) =2

~ 978 ~



~ 979 ~



Kural 8: ( Parantez Kuvveti Olan Fonksiyonun Tiirevi )

f tiirevlenebilen bir fonksiyonolsun. a €E R ve n € Q
olmakiizere y =a . [ f(x ) |" ise(veyay=a.f"(x))

y'=a.n.[f(x)]*" 1.f'(x) olarakalinir.

Soru: f(x)=5.(x* + 3x)?isef'(-1)=7?

~980 ~



Soru: f(x)=(x3-3x+ 2)3 isef'(0) =7

~981 ~



Soru: f(x)=(x>-— 4x2)2+xi3isef'(1)=?

~ 982 ~



~983 ~



2X + 8
3x — 2

Soru : f(x)=( )3 ise f'(2) =7

~ 984 ~



~985 ~



Soru: f(x)=[2x +(x —5)%2]%isef'(1)=7?

~ 986 ~



Soru: f(x)=[x? +(3x —2)31*isef'(0) =7

~ 987 ~



Soru: f(x)=73(5x + 1)3 isef'(0) =7

~ 988 ~



Soru: f(x)=Vx2 + 2x isef'(2)=7?

~ 989 ~



~990 ~



Soru: f(x)=3x.Vx2 + 1 isef'(V8 ) =7

~991 ~



~992 ~



Soru: f3(x)=2x+x3+15isef'(2) =7

~993 ~



~ 994 ~



Soru: f?(x)=x*+4x -1 ise f'( 1) ifadesinin pozitif

degeri kactir ?

~ 995 ~



~996 ~



Soru: f?(x+5)=23x?%+x* ise f'( 4) ifadesinin negatif
degeri kactir ?

~ 997 ~



~ 998 ~



Kural9: ( Zincir Kural )

y=h(t) ve t =k( x) olsun. Yanifonksiyonlar x yeri-

ne baska bir degiskene baglilar. O halde,

n ara

ad1 verilir. Yani her fonksiyonun kendi degiskenine bagh ola-

rak tiurevi alinir. Bu degiskenler x gibi dusiniilur.

y=h(t), t=k(z) ve z=g( x) olsun. O halde,

dy_dy dt dz Laral al
i - dt © dr " dx olarak alinrr.

~ 999 ~



d
Soru: y=5t-11 ve t=x3 + 1 ise d—i ifadesinin x = 2

icin sonucunu bulunuz.

~1000 ~



d
Soru: y=m?-11m ve m = 4x + 5 ise d—y ifadesinin
X

X = -1 icin sonucunu bulunuz.

~1001 ~



d
Soru: y=3t2+2 ,t=2u+1ve u=x3+xised—§ifade-

sinin u = 0 i¢in sonucunu bulunuz.

~1002 ~



d
Soru: t=x*-2x,y=2+3u ve u=t2—1ised—§ifade-

sinin u = 0 ve x'in tam sayi1 degerini saglayan t icin sonucunu
bulunuz.

~1003 ~



~1004 ~



Soru: p=2v?-1,k=.,/q +3 ve v=Kk?% +Kk ise —

ifadesinin q = 4 i¢in sonucunu bulunuz.

~1005 ~



~1006 ~



Kural 10: ( Tiirev - Egim iliskisi )
Zamana bagli konun fonksiyonu x ( t ) ic¢in; fonksiyona
A(t,, x(t,) ) noktasinda teget olan bir d dogrusu i¢in, fonksi-

yonun bu noktadaki tiirevi d dogrusunun egimine esit oldugunu
turevin basinda islemistik.

V4 y=1f(x)

d: y=mx +n

f fonksiyonuna A noktasinda
teget olan bir d dogrusu verilsin.
A(X,,Y,0) Fonksiyonun A nokta-
sindaki tiirevinin degeri
dogrunun egimini verir.

X f'( x,) = my olarak ahnrr.

my = tan a idi.
~1007 ~



Dogrudenklemi y -y, = m.( x - X, ) olarak bulunurdu.

Soru: y=f(x)=2x-x?% + 3 egrisine x = 3 apsisli nokta-

sinda teget olan dogrunun denklemini bulunuz.

~1008 ~



Soru: y=f(x)=x3-3x?%+ 4x - 1 egrisine x = - 1 apsisli

noktasinda teget olan dogrunun denklemini bulunuz.

~1009 ~



Soru: y=f(x)=(3x-2).(5-x) egrisine x = 2 apsisli

noktasinda teget olan dogrunun denklemini bulunuz.

~1010 ~



~1011 ~



x + 1
Soru: y=1f(x) = 7% — 3 fonksiyonunun A ( x, - 2 ) nok-

tasindaki tegetinin egimini bulunuz.

~1012 ~



~1013 ~



15
Soru: y=f(x)=+v16 — 2x fonksiyonunun x = - apsis-

li noktasindaki tegetinin x ekseniyle yaptigl pozitif yonli genis
acinin olcuisu kac¢ derecedir ?

~1014 ~



Soru: y=f(x)=x3+Kkx? + x egrisine x = 2 apsisli nokta-

sinda teget olan dogrunun denklemi 2y - 2x + 1 = 0 ise Kk = ?

~1015~



Soru: y=f(x)=x?%-4x + k egrisine teget olan dogrunun

denklemi 2x -y + 5 = 0 ise teget noktasini ve K degerini bulu-
nuz.

~1016 ~



~1017 ~



Soru: y=f(x)=x + x? fonksiyonun grafigi iizerinde olan ve

denklemi y - 5x + 8 = 0 olan dogruya en yakin noktasinin;

A') Koordinatlarii bulunuz.

f Verilen dogruya paralel olan ve f’e
teget olan dogru cizilir ve
y-5x+k=0 egim - tirev iliskisinden

nokta bulunur.

y-5x+8=0

~1018 ~



B ) Budogruya olan uzakligini bulunuz.

~1019 ~



Soru: y=f(x)=(4x-2).(3 - x) fonksiyonun grafigi

lizerinde olan ve denklemi 2x + y - 9 = 0 olan dogruya en yakin

noktay1 bulunuz.

~1020 ~



~1021 ~



Soru: y=f(x)=x2+kx+pvey=h(x)=-x?+nx
fonksiyonlar1 ( 1, 0 ) noktalarinda birbirine tegettir. Buna gore

k , p ve n sayillarini bulunuz. ( Nokta denklemleri saglar. Teget
dogrularinin egimleri de birbirine esitlenir. )

~1022 ~



~1023 ~



f fonksiyonu A noktasinda d

dogrusuna tegettir.
k(x)=x.f(x) ise
k'(-6)=7?

~1024 ~



Soru . Ay f f fonksiyvonu A noktasinda d

d dogrusuna tegettir.
k(x)=x%.f(x)+1
k'(4)=7?

~1025 ~



f(x)=x?%+ tx + 18 parabolii

ile d dogrusu A noktasinda
birbirlerine tegettir. tan ax = 4
olup k(x)=f?(2x-4)
ise; A) K'(5) =7

~ 1026 ~



~1027 ~



B) d dogrusunun eksenleri kestigi noktalar1 bulunuz.

~ 1028 ~



Kural11: ( Tiirev - Siireklilik iliskisi )

Bir f fonksiyonu her a € R icin suirekli olmak uizere,
fonksiyonun x = a noktasindaki sagdan ve soldan tiirevleri

birbirine esit ise bu fonksiyon x = a icin tiirevlenebilirdir.

f fonksiyonu x = a icin surekli ve

f'(at)=f'(a )=k ise f'( a) = k olarak alinir.

*** Bir fonksiyonun x = a noktasi icin siirekliligi belirtil-
memisse isleme oncelikle sureklilik kontrolii ile baslanir.
Sureklilik saglanirsa ardindan sagdan ve soldan tirev kontrolii

yapilir. Stireklilik saglanmazsa tiirev kontroliine gerek yoktur.
~1029 ~



Not: 1) f fonksiyonu bir noktada tiirevli ise bu noktada

ayni zamanda da sureklidir.

2 ) f fonksiyonu bir noktada surekli ise bu noktada tirevi

vardir diyemeyiz.

3 ) f fonksiyonu bir noktada surekli degil ise bu noktada

tiirevi de yoktur.

~1030 ~



Soru : 1+x , x<1 ise parcali fonksiyonunun

f(x) = 2 , X =1 ise X = 1 degeri icin tire-

x2+1 , x>1 ise vi varsa bulunuz.

~1031 ~



Soru: ( x3-4x , x<-1 ise parcali fonksiyonunun

f(x) =< X = - 1 degeri i¢in tiire-

— + 4 , X =2-1 ise vi varsa bulunuz.

~1032 ~



~1033 ~



Soru . r U x?2 , X< 8 Iise parc¢ali fonksiyonunun

f(x) =<« X - 4 , X = 8 ise X = 8 degeri icin tiire-
5x + 20

, X>8 ise vi varsa bulunuz.
\ x — 23

~1034 ~



Soru : ax3 +b , x<-2 ise parcali fonksiyonunun

f(x) = X = - 2 degeri icin tiirevi
12x + 2b , x 2 -2 ise varsa a.b = ?

~1035 ~



Soru . kx? +4 , x <1 ise parcali fonksiyonunun

f(x) = X = 1 degeri icin tirevi

2x% +mx , x> 1 ise varsa K.m = ?

~1036 ~



~1037 ~



Soru : x2+ax+6 , xs0 ise parcali fonksiyo-

f(x) = 3bx + 5+b , 0 <x<3 ise nunun x = 0

-x3+cx-9 , x=3 ise degeri icin tiirevi

var ama x = 3 i¢in surekli degil ise ¢ sayisi ka¢ olamaz ?

~1038 ~



~1039 ~



Not : 1) Kritik noktalar yani grafikte kesintinin oldugu nok-

talarda fonksiyon siirekli degildir. Dolayisiyla bu kritik nokta-
larda fonksiyon turevsizdir.

a a
Fonksiyon x = a noktasinda siirekli olmadigi icin bu nokta-
da turevli de degildir.

2 ) FonKksiyon kirilma ( grafigin sol

ve sag Kisimlari farkli ) noktalarinda

surekli olmasina ragmen bu :

noktalarda turevli degildirler. a Cunki turev

sonuc¢lar1 ( fonksiyona teget olan dogrularin egimi ) farkhdir.
~ 1040 ~



x?+3 , x<1 ise

Ornegin f( x ) = fonksiyonunun alalim.
-2xX+6 , x> 1 1se

Ay Grafige baktigimizda f fonksiyonu x = 1

noktasinda siireklidir. Ama bu noktada
turevi inceleyelim.

f'(1—)=2x+0=2.1=2]
f'(17)=-2+0=-2

X f'(1%)# f'( 1) oldugundan

fonksiyon x = 1 noktasinda tiirevli degildir.

3 ) Fonksiyonun x = a noktasinin saginda ve \/
ve solunda ayni grafik devam ediyorsa fonk- :
siyon bu noktada hem siirekli hem de tiirevlidir. a
~ 1041 ~



Soru: Taniml oldugu aralikta grafigi verilen f fonksiyonunun;

A) Tiurevli olmadigi Ay
noktalarln apSiSlerini .............................. :
bulunuz. :

B) Surekli
oldugu halde
turevinin olmadigi
noktalarin apsislerini f
bulunuz.

~1042 ~



Soru :

Taniml oldugu
aralikta grafigi verilen
f fonksiyonunun; -3
A ') Tiurevli olmadigi noktalarin
apsisleri toplami kacgtir ?

~ 1043 ~



-2

C) Fonksiyonun turevli
oldugu en genis tanim
kiimesini yaziniz.

B) Tirevli oldugu
noktalarin apsislerinin

adedini bulunuz.
( Verilen noktalar

kullanilacaktir. )

~ 1044 ~



Soru : Ay Tanimh oldugu aralikta

yandaki f fonksiyonunun

grafigi verilmistir.
Buna gore;

( Verilen noktalar
kullanlacaktir. )

A') Fonksiyonun tiirevli oldugu noktalarin apsislerini bulunuz.

B ) Fonksiyonun tiirevli oldugu en genis tanim Kiimesini yaziniz.

~ 1045 ~



12. 5. 3. Tirevin Uygulamalari

Terimler ve Kavramlar: Kritik nokta, ekstremum nokta, mutlak
maksimum, mutlak minimum, yerel maksimum, yerel minimum

12.5.3.1. Bir fonksiyonun artan veya azalan oldugu araliklari
turev yardimiyla belirler.

12. 5. 3. 2. Bir fonksiyonun mutlak maksimum ve mutlak minimum,
yerel maksimum, yerel minimum noktalarini belirler.

Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilarak grafik ¢cizimine
yer verilir ve yorumlanir.

12.5.3. 3. Tirevi yardimiyla bir fonksiyonun grafigini cizer.
A') Grafik ¢cizimleri polinom fonksiyonlarla sinirlandirilr.
B ) Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilir.

12. 5. 3. 4. Maksimum ve minimum problemlerini tiirev yardimiyla

cozer. Gercek hayat problemlerine yer verilir.
~ 1046 ~



TOREVIN VYGULAMALAR]
Artan ve Azalan Fonksiyonlar ( 11. Simf Konusuydu )

a b a b
f fonksiyonu [ a, b ] f fonksiyonu (a, b )
araliginda artandir. araliginda artandir.

a b a b
f fonksiyonu [ a, b ) f fonksiyonu (a, b ]

araliginda artandir. araliginda artandir.
~1047 ~



Not 1.

f(x;)
f(xq)
o a x, X, b Y

Her x; , x, €[ a, b ] ( diger araliklar icinde gecerli )
icin f artan fonksiyon ise, X; < x, oldugunda
f(x;) < f( x5, ) olmahduir.

*** Yani x degerleri artarken fonksiyon degerleri de artar.
~ 1048 ~



a b a b
f fonksiyonu [ a, b ] f fonksiyonu (a, b )
araliginda azalandir. araliginda azalandir.

a b a b
f fonksiyonu [ a, b ) f fonksiyonu (a, b |

araliginda azalandir. araliginda azalandir.
~ 1049 ~



Not 2:

f(xq1)
f(x2)
0 a X 1 X, b X

Her x;, x, €[ a, b ] ( diger araliklar icinde gecerli )
icin f azalan fonksiyon ise, X; < x, oldugunda
f(x7,) > f( X3 ) olmahdir.

*** Yani x degerleri artarken fonksiyon degerleri azalir.
~ 1050 ~



Soru: f artan bir fonksiyon ise asagidaki ifadelerden hangisi

kesinlikle dogrudur ?

A) f(5) < f(1) B) f(-4) > f(-2)

C) f(-1) < f(8) D) f(2)-f(0) < O

E) f(10).f(-5) > O

~1051 ~



Soru . Ay Tanimli oldugu aralikta grafigi verilen
................................ 3 f fonksiyonu icin asagidaki ifade-

lerden kac¢ tanesi dogrudur ?

I. f fonksiyonu

[_4'15)
araliginda
:5 X azalandir.
| ;
Im. f(4) > f(0) m. f(1) < f(-2)
Iv. t(-3).f(1) <0 V. f fonksiyonunun azalan

oldugu araliklardan birisi

[ 0, 3 ] arahigidir.
~1052 ~



Kum[ . f:]a,b]—R fonksiyonu ( a, b ) araliginda tii-

revli olsun. ( Sinirlarin disi yani, sol sinirin solu ve sag sinirin sagi

belli olmadigindan bunlar tiirev fonksiyonunda dahil edilmez. )

e Herxe (a,b)icin f'(x) > 0 & f artan fonksi-
yondur.

e Herxe(a,b)icin f'(x) < 0 & f azalan
fonksiyondur.

e Herxe (a,b)icin f'(x) = 0 & f sabit fonksi-
yondur.

*x¥ Cozum icin turev fonksiyonu sifira esitlenir ve kokler
tabloya yerlestirilerek isaret kontrolii yapilir. Ardindan

fonksiyonun artan - azalan oldugu araliklar bulunur.
~1053 ~



Ornek bir tablo verelim.

X |-00 X, + 00 f fonksiyonu;

( -0, X, ]
f'(x) — O —|— araliginda

azalan,

[ X0, )

araliginda

f(x)

Azalan Artan ise artandir.

*##* Tabloda O isareti; sayinin, tiirev fonksiyonunun kokii

oldugunu gosterir. I¢i dolu - bos kavramlar: kullanilmaz. Say1

cOozum Kiimelerine dahil olarak alinir.
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Soru: vy =f(x) =2 fonksiyonunun varsa artan ve azalan oldu-

gu araliklari bulunuz. ( Dogru grafiginin ¢iziminden de istenen bu-

lunabilir. ) Ay

2 f
T

~ 1055~



Soru: y=f(x) = 3x - 6 fonksiyonunun varsa artan ve azalan

oldugu araliklar1 bulunuz. ( Dogru grafiginin ¢iziminden de istenen

bulunabilir. ) Ay f
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Soru: y=f(x)=x?%-4x + 3 fonksiyonunun varsa artan ve

azalan oldugu araliklar:1 bulunuz. ( Parabol grafiginin ciziminden

de istenen bulunabilir. )

T ( Tepe Noktasi)

~1057 ~



Soru: f(x)=-3x?+ 24x fonksiyonunun varsa artan ve aza-

lan oldugu araliklar:1 bulunuz.
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Soru: f(x)=x3-3x?-24x + 5 fonksiyonunun varsa artan

ve azalan oldugu araliklari bulunuz.
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~1060 ~



2x 3 5x 2
Soru: f(x) = e T 5 11 fonksiyonunun varsa artan ve

azalan oldugu araliklari bulunuz.
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3
X
Soru: f(x) = 3 - 6x% + 36x + 2 fonksiyonunun varsa artan

ve azalan oldugu araliklari bulunuz.
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Soru: f(x)=-x%*+2x3-1 fonksiyonunun artan olmadigi

araligi bulunuz.
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4 — X

2Xx — 5
oldugu araliklar:1 bulunuz.

Soru: f(x) = fonksiyonunun varsa artan ve azalan

~1067 ~
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kx — 9
Soru: f(x) = . fonksiyonunun daima artan olmasi i¢in
X —

K 'nin ¢0ziim araligini bulunuz.

~1069 ~
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kx — k + 15

Soru: f(x)-= S fonksiyonunun daima azalan ol-
X

masl icin K 'nin ¢ozum araligindaki en biyuk tam sayiyi bulunuz.

~1071 ~
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Hatwrlatma : ( 11.S1mif )
Her x € R icin;

1) ax* +bx+c > 0 isea >0 ve A <0
2) ax* +bx+c <0 isea<0veA<D0
sartlarinin ortak ¢oziim kiimesi bulunur. Coziimlerde tablo

sisteminden yararlanilr.

a sayisindan ¢ozim gelmiyorsa sadece A sarti kontrol

edilir. A = b? - 4ac idi.

~1073 ~



3
X
Soru: f(x) = -t mx? + (m+ 6 )x + 1 fonksiyonu dai-

ma artan ise m 'nin ¢é6ziim araligin1 bulunuz.
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(2k + 3 )x3 Kk x 2
Soru: f(x)= 3) +

daima azalan ise k 'nin ¢ozim araligini bulunuz.

- X + 4 fonksiyonu

~1076 ~



~1077 ~



Soru: f(x)=(2m-1)x3 +3mx? + 3x - 1 fonksiyonu

daima artan ise m 'nin ¢é6ziim araligin1 bulunuz.

~1078 ~
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Soru: x € (-00, 0) olsun. f ( x ) buaralikta artan ve negatif

degerli bir fonksiyon olmak uizere altta verilen fonksiyonlarin artan
ve azalan durumunu inceleyiniz. ( Verilen fonksiyonlarin turevi ali-

nir. Sonucun pozitif veya negatif olma durumuna gore fonksiyonun
artan - azalanlik durumuna karar verilir. )

A) h(x)=f(x)+10x -1

~ 1080 ~



X€E(-0,0),f(x) artanve negatif degerli
B) k(x)=x.1f(x)

~1081 ~



X€E(-0,0),f(x) artanve negatif degerli
C) g(x)=f>(x)
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X€E(-0,0),f(x) artanve negatif degerli

~1083 ~



X€E(-0,0),f(x) artanve negatif degerli
E) p(x)=-f*(x°)

~1084 ~



X€E(-0,0),f(x) artanve negatif degerli
F) q(x)=f[f(x)]-5x

~ 1085 ~



Soru :

Vi

[ a, b ) araliginda tanimliolan f( x )

fonksiyonunun grafigi yanda verilmistir.
Buna gore altta verilen fonksiyonlarin
artan - azalan durumunu inceleyiniz.

f(x)
A) h(x)=x%*-f(x)

B) k(x)=5f(x)-4x + 6
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4 C) g(x)=fof(x)

D) t(x)=f2(x)+f(x)
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f(x)
E) a(x)=——

~1088 ~



F) p(x)=x%.f(x)-f(x)-4x + 2
Yi
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Soru : Ay f'( x ) fonksiyonu-
3 nun grafigi yanda
: verilmistir. Buna

gore f( x )
: fonksiyonunun
7 X artan - azalan
oldugu araliklari bulunuz.

( f'( x )’inisaret tablosu yapilir ve f ( x ) 'in artan - azalan aralik-

lar1 bulunur. )

X

f'(x)

f(x)

~1090 ~



Soru .

)

<V

f'( x ) fonksiyonunun grafigi iistte verilmistir. Buna gore;
A) f( x ) fonksiyonunun artan - azalan oldugu araliklari1 bulunuz.

X

f'(x)

f(x)

~1091 ~



X

f'( x)

f(x)

B ) Alttaki ifadelerden hangileri dogrudur ?
I. f(1) <f(3)

. f(5) < f(7) I11. f(9)-f(12) > 0

~1092 ~



A

Iv. f'(-1)+f'(-5) >0

V. f'(1).f(6) <0

~1093 ~



Soru :

Ay Yanda f ( x ) fonksiyonunun grafigi

------------ : veriliyor. Buna gore; A) f( x )’in
: artan - azalan oldugu araliklari
bulunuz.

6 X
B) f'( x ) fonksiyonunun pozitif - negatif oldugu
araliklari bulunuz. ( Tablodan da gorulebilir. )

~1094 ~



X

f'( x)

f(x)

C) f'(5).f'(1) islemininsonucunun pozitif - negatif olma
durumunu inceleyiniz.

D) f'(-2)-1f"(4) islemininsonucunun pozitif - negatif olma
durumunu inceleyiniz.
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Soru : Ay

7 4 %

Ustte f ( x ) fonksiyonunun grafigi
verilmistir. Buna gore;

A) f( x ) fonksiyonunun artan - azalan - sabit oldugu araliklar
bulunuz.
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B) f'( x ) fonksiyonunun pozitif - negatif - sifir oldugu araliklari
bulunuz.
X

f'(x)

f(x)

C) Alttaki islemlerin sonucunun pozitif - negatif - sifir olma duru-

munu inceleyiniz.
. f'(-1).1f'(3) . f'(1)+f£f'(10)
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X

f'(x)

f(x)
f'(—2) ' '

I11. £(5) Iv. t'(6)-1f'(-3)
f'(1/2) , , ,
f(—1) VI. t'(8)+f'(2)+f'(-4)
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Mutlak Maksimum, Mutlak Minimum , Yerel Maksimum
ve Yerel Minimum NoKktalar

1) Bir f fonksiyonun belirli bir araliktaki x, degeriicin; f ( x, )
sonucu en buyuk oluyorsa ( x, , f ( X, ) ) noktas1 “ yerel maksi-
mum noktas1”,f ( x, ) sonucu en kuicuk oluyorsa ( x, , f( x, ) )
noktasi “ yerel minimum noktas: ” olarak adlandirilir.

Grafikte [ 0, 9 )
araligini inceleyelim.
Buarahkta ( 4, 3 )

noktasi yerel maksimum,
(6, 1) ise yerel mini-
: : mum noktasidir.

0 4 6 9 x ( 9, 5 ) noktasi

sisteme dahil olmadigi icin yerel maksimum nokta degildir.
~1099 ~




2 ) Bir fonksiyonun bir aralikta degil de tanimh oldugu araliktaki
en buyiik degerini aldig1 noktaya “ mutlak maksimum noktas1 ”, en
buyuk degerine ise “ mutlak maksimum deger " ad1 verilir.

Bir fonksiyonun bir aralikta degil de tanimli1 oldugu araliktaki en
kiuiciik degerini aldig1 noktaya “ mutlak minimum noktas1 ”, en
kiuclik degerine ise “ mutlak minimum deger " ad1 verilir.

Grafikte; ( - 6 , 4 ) mutlak
maksimum, ( 0 , 3 ) yerel
maksimum, ( 5, -2 )
mutlak minimum ve

(-3, 1) iseyerel

i D X  minimum noktasidir.
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3) f( x ) fonksiyonunun tirev fonksiyonunun kokii x
olsun. Ornek tablo gésterimi asagidaki gibi olsun.

X X Xo

f'(x ) —J>—|— £'(x ) —|—$_
£(x) \/ £(x) /\

Yerel Yerel
minimum vardir. maksimum vardir.
(xo,f(x,)) yerel (xo,f(x,) ) yerel
minimum noktadir. maksimum noktadir.

Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum nokta-

larina genellikle “ ekstremum noktalar ” ad1 verilir.
~1101 ~



Grafik sorularinda, bir Vi
noktada yerel maksimum
veya yerel minimum olup
bu noktada tiirevi olan
fonksiyonlar icin bu nokta
cizgi olarak gosterilir. :

Y 0 X o X

( x,, f( X, ) ) noktasi dayerel
maksimum noktasidir. Ama fonk-
: siyonunun X, noktasinda tiirevi
0 X, X yoktur. Ciinkiu burasi Kirillma
(x,,f(x,) ) yerel noktasidir.

maksimum noktadir. x , tirev fonksiyonun kokudiir.
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Soru : by

4 Grafigi verilen f fonksiyonu icin;

A) Fonksiyonun yerel
...................... ; minimum ve maksimum
: noktalarini yaziniz.

B ) Fonksiyonun mutlak maksimum ve minimum noktalarini yazi-

n1Zz.
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Soru : v

6 |- -
............. 5 f
]
-5 : : 6 L
-4 =2 0 3 5\: /7 11 x
=3/ 2 e '
" -2 Taniml oldugu aralikta grafigi

verilen f fonksiyonuicin; A) Mutlak
maksimum ve mutlak minimum degerlerin ¢carpimi kac¢ olur ?
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G | oo ~
............. 5 f
Y S—
-5 6 _
s [-4 -2 0 3 5 7 11 x
= I 2
....................................... _2

B) Yerel minimum, mutlak
minimum, yerel maksimum ve

mutlak minimum noktalari yaziniz.
~1105 ~



6 |- n
............. 5 f
] R
_.5 6 -
: [-4 -2 0 3 5 7 11 x
=3 2
....................................... -2

C) Verilen noktalardaki hangi
X degerleri icin tiirev yoktur ?
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Soru :

y Turev fonksiyonunun grafigi yanda

verilmistir. f fonksiyonunun varsa
yerel maksimum ve minimum

............................ : noktalarinin apsislerini
: bulunuz. ( f' fonksiyo-
nunun isaret tablosu
yapildiginda istenen

bulunur. )

-
X

~1107 ~



Soru: y=f(x) =x?% - 16x fonksiyonunun varsa yerel mini-

mum ve maksimum noktalarini ( ekstremum noktalari ) bulunuz.
( f'( x ) fonksiyonunun kokleri bulunur ve isaret tablosu yapilir.

Yerel minimum ve maksimum noktalarin apsisleri bulunur ve fonk-
siyonda bu apsis degerleri kullanilarak yerel minimum ve maksi-
mum degerler bulunur. )
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Soru: y=f(x) =x2 - 6x? + 5 fonksiyonunun varsa ekstre-

mum noktalarini bulunuz.
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3 2
X X
Soru: y=f(x) = =t 5 2x fonksiyonunun varsa ekst-

remum noktalarini bulunuz.

~1111 ~
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Soru: y=f(x)=-x3+ 4x%? + 6x + 8 fonksiyonunun ekstre-

mum noktalarininin apsisleri toplamini bulunuz.
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Soru: y=f(x)=x3-3x? +2x - 1 fonksiyonu veriliyor. f'

fonksiyonunun varsa ekstremum noktalarini bulunuz. ( f" fonksi-
yonunun Kokleri bulunur ve tablosu kontrol edilir. )

~1115~



Not: f'(x) = 0 denkleminin kékii yoksa ya da sadece cift kath

koKkii varsa f ( x ) fonksiyonu daima artan ya da daima azalandir.

Soru: y=f(x)=8x3-2x* -1 fonksiyonunun varsa ekstre-
mum noktalarini bulunuz.
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Soru: y=f(x)=x3-6x? + 20x - 4 fonksiyonunun varsa

ekstremum noktalarini bulunuz.
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‘Not : Bire bir ( bir yatay dogruyu bir noktada kesme ) ve orten

( grafigin alt ve tuist sinirlar boyunca ¢izimi ) fonksiyonlarda yerel
maksimum veya yerel minimum nokta yoktur. f'( x ) = 0 denk-
leminde A < 0 sartina bakilir.

f : R — R olan alttaki fonksiyonlari inceleyelim.

Vi Vi
f f
s e

0 X 0 X
f fonksiyonu bire bir ve ortendir. f fonksiyonu bire bir degil ama
ortendir. Grafik incelendiginde ortendir. Grafik incelendiginde
fonksiyonun yerel minimun ve fonksiyonun yerel minimum ve
maksimum noktasi yoktur. maksimum noktasi vardir.
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Soru: y=f(x) =x3+ 6x? - 6kx fonksiyonu bire bir ve érten

ise Kk 'nin ¢oziim araligini bulunuz.
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kx 3

Soru: y=f(x) = - + 5x% - 4x + 2 fonksiyonu bire bir

ve orten ise K 'nin en Kkiiciik tam say1 degeri ne olur ?

~1121 ~



Soru: y=f(x)=x>+ax? - bx + 11 fonksiyonu x = - 1 ve

X = 1 noktalarinda ekstremum noktalarina sahipise a + b = ?
( f fonksiyonu x , degeriicin ekstremum noktaya sahip ise, x

tirev fonksiyonunun kokiudir. Yani f'( x, ) = 0 olur.)

~ 1122 ~
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Soru: y=f(x)=x%+kx? + mx + 6 fonksiyonu x = - 3 ve

X = 1 noktalarinda ekstremum noktalarina sahipise k.m = ?

~1124 ~
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Soru: y=f(x) =ax? + bx + 8 fonksiyonunun bir ekstremum
noktas1 A(-1,2)isea+ b =7? (f fonksiyonu x, degeri icin
ekstremum noktaya sahip ise f'( x, ) = 0 alinir. Ayrica nokta da
denkleme uygulanarak istenen bulunur. )
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Soru: y=f(x)=ax3 + bx? + 6x - 1 fonksiyonunun ekstre-

mum noktalarindanbiri A(1,4 )ise; A) a.b =?

~1128 ~
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y=f(x)=ax3+bx?+6x-1

B ) Diger ekstremum noktayir bulunuz.

~1130 ~
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Tiirev Yardymyyla Bir Fonksiyonun Grafifini Cizme

y = f ( x ) polinom fonksiyonun ( x'in kuvvetlerinin dogal

say1 oldugu fonksiyon ) grafiginin ¢izimi icin;
A) Fonksiyonun eksenleri kestigi noktalar bulunur.
X = 0 icin y degeri bulunur.

y = 0 icin x degeri - degerleri bulunur. Tek katli koklerde

grafik x eksenini keserken, cift kath kokte ise grafik x ekseni-
ne teget olur.
B ) Fonksiyonun ekstremum noktalar: bulunur.
Fonksiyonun artan - azalan oldugu araliklar dikkate alina-

rak grafik cizilir.
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Soru: y=f(x)=x3-6x? fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
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Soru: y=f(x) =x3-4x? + 4x fonksiyonunun grafigini cizi-

niz.
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Soru: y=f(x)=x3-3x?+ 3x - 1 fonksiyonunun grafigini

Cciziniz.
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Soru: y=f(x)=(2-x).(x? + 2x + 1) fonksiyonunun

grafigini ¢iziniz.
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Soru: y=f(x)=(x+1).(x— 3)? fonksiyonunun grafi-

gini c¢iziniz.
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Soru : y A y=f(x)=x3+ kx? + mx fonksi-

nunun grafigi yanda verilmistir.
Buna gore; A) K ve m sayila-
rini bulunuz.
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Vi y=f(x)=x3+kx? + mx

B) Fonksiyonun ekstremum
noktalarini bulunuz.
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Vi y=f(x)=x3+kx? + mx

C) Fonksiyonun x ekseninin
kestigi noktalarin apsislerini
bulunuz.
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Maksimum ve Minimum Problemleri

f fonksiyonun maksimum ya da minimum degerini bulmak i¢in

fonksiyonun ekstremum noktalarindan faydalanilir. Problemler-

de elde edilecek denklem tek degiskene bagh olarak vazilir ve

kural uygulanir.

Soru: Farklar 8 olan iki sayinin carpimi en az kac olur ?

~ 1147 ~
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Soru : Dik kenar uzunluklar1 2x ve 6 - 3x br olan ucgenin alani

en fazla kac¢ br 2 olur ?
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Soru : Bir tarafi daghk bélge olan dikdortgen seklindeki giil tarla-

sinin diger kenarlarina tel orgiu ¢ekilecektir. Bu amacla 900 m tel
kullanildigina gore bu tarlanin alani en fazla ka¢ m?2 olur ?

~1150 ~
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Soru: x > 0 olmak iizere bir iiriiniin alis fiyat1 5x + 36 %, satis

fiyatiise - x% + 21x + 6 % ’dir. Bu iiriiniin satisindan en fazla kac
}, Kkar elde edilebilir ?

~1152 ~



~1153 ~



Soru: 2x%+ (t+1)x+ 2t? -12t + 8 = 0 denkleminin
koKkler carpiminin en Kiiciik degeri ka¢ olur ?
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Lavabo
Banvo

3 m y m
Mutfak Oda
.\ Antre
A
3 m
2 m

\

Salon

A

-

Soru : Yanda plan verilen

4 m

dikdortgen seklindeki bir
evin ¢cevresi 42 m 'dir.
Evin boliimleri de dik-
dortgen seklinde ise
salonun alani en fazla

ka¢c m 2 olur ?
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Soru :

by

y=f(x)=x%-12

>
X

Iki késesi x ekseni,
iki kosesi de parabol iizerinde

olan dikdortgenin alani en fazla

kag br 2 olur?

~ 1157 ~



~1158 ~



Soru: y =x%-11x + 10 fonksiyonunun grafigi iizerinde olan

bir noktanin elemanlari toplami en az kac¢ olur ?
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Soru: y =x -3 dogrusuiizerinde olup A ( 2, 3 ) noktasina

uzakligi en yakin olan noktanin koordinatlarini bulunuz.
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Soru : Bir kosesi 3 br yaricapli yarim ¢cember

uzerinde bulunan AOB lc¢geninin cevresi
A en fazla kac¢ br olur ?
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Soru : Altta grafigi verilen dogru A noktasindan gecmektedir.

\Y Dogru ile eksenler arasinda kalan ui¢gensel bolgenin

dik Kenarlarinin toplaminin en az olmasi icin k sayisi
k ne olmalidir ?

<Al
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Soru: Yan yiizeylerden birinin cevre uzunlugunun 12 br oldu-

gu dik kare prizmanin hacmi en fazla kac¢ br 3 olur ?
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Soru : 12 br caph Kkiirenin icine yerles-

tirilebilecek en buyuk hacimli
Koninin hacmini bulunuz.
(V=mn.r?.h/3 idi.

Tt = 3 aliniz. )

~1171 ~
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( Bu boliimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12. 6. INTEGRAL
12. 6. 1. Belirsiz Integral

Terimler ve Kavramlar: Ters tiirev, belirsiz integral, integral sabiti

Sembol ve Gosterimler: [f(x).dx, c

12.6.1.1. Bir fonksiyonun belirsiz integralini aciklayarak

integral alma kurallarini olusturur.
A') Belirsiz integral alma kurallar1 n # -1 olmak lizere
f(x)=a.x",(a€eR), (n € Q) seklindeki fonksiyonlarla
sinirlandirilir.
B ) Bir fonksiyonun bir sabitle carpiminin, iki fonksiyonun top-

laminin ve farkinin integral alma kurallari verilerek uygulama-

lar yaptirilir.
~1173 ~



12.6.1.2. Degisken degistirme yoluyla integral alma islemleri
yapar.

GRUNIFERS iNTEGRAL

Belirsiz Integral

Turevi belli olan bir fonksiyonu bulmak icin yaptigimiz isleme

“integral alma ” ad1 verilir. _f integral semboliidiir.

F ( x ) fonksiyonun turevi f ( x ) olsun. F ( x ) fonksiyonuna

f ( x ) fonksiyonunun “ ters turevi " ad1 verilir.

Tiirevi F'( x ) = 3x? olan fonksiyon; F ( x ) = x3 ,

F(x)=x3+1,F(x)=x3-5,F(x)=x3-3/4,
F(x)=x3++5 , ... olabilir. Bu yiizden bu fonksiyon

F(x)=x3+c (c sabit) olarak alinir.
~ 1174 ~



Turevi
Notl: F(x)+c > f(x) (F'(x)=1f(x) )

Integrali
_ff( X ).dx = F(x) + c (c sabit ) belirsiz integral
alma islemini gosterir. Integral alma isleminde tiirevi alinmis

fonksiyonu bulurken c sabitini bilme imkanimiz yoktur. Bu

yuzden islemin cevabina c¢ sabitini ekleriz.

[f(x).dx=F(x)+c
-
Integral alma isleminin x degiskenine gore

yapildigini belirtir.

~1175 ~



Soru: [f(x).dx=6x-x*+7isef(x)=7?

~1176 ~



5x5

Soru: [f(x).dx = -6x+4 isef(-8) =7

~ 1177 ~



Soru: [f(x).dx=f2(x)+12 ise f'(x) =?

~1178 ~



Soru: [x.f(x).dx=x*+4x3-x2 isef(-1) =7

~1179 ~



D [z _x7 2x°
Soru: [x2.f(x).dx —

-ax>+2ve f(1)=6

ise a = ?

~ 1180 ~



X2 6x 2
Soru : _ff(x).dx=T— ~— +x -9 ise f( x) fonksiyonu-

nun X = - 1 noktasindaki tegetinin egimi kactir ?

~1181 ~



Soru : Altta birim karelerde grafigi verilen k fonksiyonu d dogru-
suna A noktasinda tegettir. ff (x).dx = k3(x) + 5 ise

f(3)=7?
y
1 d
l
A
,//

~1182 ~



Soru: [f(x).dx = 2x3 - 24x2 + 7 ise f( x )’in ekstremum

noktasi varsa bulunuz.

~1183 ~



~1184 ~



Soru: F(x) = _f(x2 - 6x - 40 ).dx ise F ( x )’in ekstremum

noktasi varsa bu noktalarin apsislerinin ¢carpimini bulunuz.

~1185 ~



d
Not 2: . tiirev operatorii olup E( f(x))=1f"(x)
idi

d(f(x))=1"(x).dx ifadesineise f fonksiyonunun

“ diferar;giyeli ” adi verilir.
Yani bir fonksiyonun diferansiyeli ( d ( ... ) ), fonksiyo-

nun turevi ile dx ifadesinin ¢carpimina esittir.

d(f(t))=1"(t).dt olur. ** Fonksiyon hangi degis-

kene bagliysa diferansiyel de ona gore uygulanir.

~ 1186 ~



Soru: f(x) =3x?% - 4x + 1 fonksiyonunun diferansiyelini bu-

lunuz.

5x 12
Soru: f(x) = panl 8x + x* fonksiyonunun diferansiyelini
bulunuz.

~ 1187 ~



Soru: f(t)=-t% + 4t + k3 + 5 fonksiyonunun diferansiyeli-

ni bulunuz.

~1188 ~



Soru: u=(4p — 3 )? esitliginin diferansiyelini aliniz.

~ 1189 ~



3
Soru: y = 5t- " ise dy ifadesinin esitini bulunuz.

~ 1190 ~



Kural1: [f(x).dx = F(x) + ¢ ( c sabit ) olsun.
F'(x)=f(x) idi

d d
A) Eff(x).dx=K[F(x)+c]=F'(x)

=f(x) olur.
Turev ve tiirev fonksiyonunun tersi ( integral ) alma islem-

leri ayni anda birbirlerini etkisizlestirir.
(fof 1 =f"10f=1 yanietkisiz fonksiyonu verirdi. )

B) _f[%f(x)].dx=_ff'(x).dx=f(x) olur.

c) fd[f(x)]=Jf(x).dx =f(x) olur

~1191 ~



Soru: [d(s5x3-7x +1)=7

Soru : h(x)=%_‘-(—x2+9x+x3).dx iseh(2)=7?

~ 1192 ~



Kural 2: ( Integral Alma Kurallar )

A) Her a € R i¢in fa.f( X ).dx = a.ff( X ).dx olarak
alinir. a sabit sayisi integralin basina alinir.

Xn+1

B) n# -1 ve n € Q olmak uizere fx“.dx= ——" + C

olarak alinir.

*** x 'in rasyonel kuvvetinin integralinin sonucunda kuvvet
1 arttirilir ve yeni kuvvet sonucun paydasina yazilr.

c) [1f(x)+g(x)].dx=ff(x).dx + [g(x).dx
JIf(x)-g(x)l.dx=Jf(x).dx-[g(x).dx

olarak alinir.
*** dx terimi integralde x degiskenine gore islem yapilacagini

gosterir.
~1193 ~



Soru . _fxz.dx=? Soru : _f24x5.dx=?

Soru . _f4.dx = 7?

~1194 ~



Soru . _f dx

Soru: [ k.dx =7?

~1195 ~



Soru : jl3t.CHZ= ? Soru : j.EE_Cb(::?

~ 1196 ~



Soru: [ x.¥x.dx =7

~ 1197 ~



~ 1198 ~



Soru: [ (x%?+4x).dx =?

~1199 ~



Soru : j'(5x4-T+1).dx=?

~ 1200 ~



Soru : _f(%—4x+1).dx=?

~1201 ~



Soru : I(x—63+x).dx=?

~1202 ~



Soru : _f (3-x).(-1+x).dx =? ( Once ¢arpim yapilir ve

ardindan kural uygulanir. )

~ 1203 ~



Soru : _lex.(x — 3)%.dx = ?

~1204 ~



Soru: [ (x-3).(x+3).(x%2+9).dx =?

~1205~



Soru: [(x+16). (VX +4).(¥x -2).(¥x +2).dx=?

~ 1206 ~



2x3 — 5
: Ldx =7
Soru _f 2 X

~ 1207 ~



5 _3m?2 +1

Soru : _f =

Il
"~

dm

~ 1208 ~



x%? + 5x — 36 ) _
Soru . _‘- . — 4 .dx = 7 ( Once sadelestirme yapilir ve

ardindan kural uygulanir. )

~1209 ~



2 + x+ 10

Soru : _f — X

5x + 10

~1210 ~



Soru : _f

6x% — 24

X + 2

~1211 ~



Soru ; _f

x — 16

VX + 4°

~1212 ~



~1213 ~



3
x° + 27
° =?
Soru . "-xz—3x+9'dx

~1214 ~



Soru: f'(x)=2x-1ve f(-2)=8isef(x)=7( Once
tiirev fonksiyonunun integrali alimir ve f fonksiyonu bulunur. Ar-
dindan verilenler yerlestirilerek c sabiti elde edilir. )

~1215~



Soru: f'(x)=4x3-6x%+2x ve f(1) =10 ise
f(2) =2

~1216 ~



~1217 ~



Soru: f'(x)=20x +x-4x3+1 ve f(-1) =0 ise
f(1)=7?

~1218 ~



~1219 ~



Soru: f"(x)=2,f(2)=10 ve f(1) =-3 ise
f(x)=7?

~ 1220 ~



~1221 ~



Soru: f"(x)=6x-4,f'(1)=-2ve f(0) =75 ise
f(x)=7?

~ 1222 ~



~ 1223 ~



Soru: K(x)=]f(x).dx+ | f'(x).x.dx veriliyor.
f(4)=6,K(4)=20 ve f(-2)=-5iseK(-2)=7?
( Integraller birlestirilir ve toplamin Kimin tiirevi oldugu bulunur.

Verilenler kullanilarak istenen elde edilir. )

~ 1224 ~



~1225~



Soru: K(x)=J2.f(x).f'(x).dx + [g'(x).dx veriliyor.
f(-1)=-6,g(-1)=3 ve K(-1)=41 ise K(x) =?

~ 1226 ~



~ 1227 ~



f'(x).x3 f(x).3x?
(x) .dx—_[ (x) .dx veri-

Soru : K(x)=_[ <6 < 6

liyor.f(3)=81,K(3)=-2ve f(2)=321ise K(2)=7?

~ 1228 ~



~ 1229 ~



Kural 3: ( Degisken Degistirme Yontemi )

Turevi, yaninda ¢carpim olarak verilen fonksiyonlarin integral soru-
larinda ¢oziimi kolaylastirmak icin fonksiyona degisken degistirme
yontemi uygulanir ve ardindan integral alma kurallar1 kullanilr.

n#0,n#%-1ven € Q olmakuzere,

_f [ f(x ) |".f'( x ).dx integral alma isleminde;

1) f(x) =t degisken degistirmesi yapilir.

2) d[f(x) ] = dt esitligin diferansiyeli alinir.
dt

f'(x).dx = dt — dx = £ x) olur. dx yalniz

birakilir.

[Tf(x)]™.f'(x).dx = It“.F'T\x\l.?,(Cl\tx\)

~1230 ~



gh + 1 [f(X)]n+1
=_ft“.dt= + C = + ¢ olarak
n + 1 n + 1

bulunur.

Soru: [(4x —5)6.dx = ?

~1231 ~



Soru . _‘-(X2 +1)H . x.dx =7

~1232 ~



Soru ; _‘-8.(x4 +2x%2+1).x.dx =7?

~1233 ~



~1234 ~



~1235~



Soru . _f\/l — x3 .3x%.dx = ?

~1236 ~



Soru . _f\/x — 4 .x.dx = ?

~ 1237 ~



~1238 ~



X + 8
Jx2 +16x — 1

Soru: F(x)= | .dx ise F(1) = ?

~1239 ~



~ 1240 ~



4
Soru . If'(XT).XS.dx =7

~ 1241 ~



Soru: F(x)=|f(3x?%+2x).(6x+2).dx veriliyor.
F(1)=-5,f(5)=2ve f(16)=1ise F(2) = ?

~ 1242 ~



~ 1243 ~



( Bu bolimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12. 6. 2. Belirli Integral ve Uygulamalari

Terimler ve Kavramlar: Riemann toplami, belirli integral

Sembol ve Gisterimler: fab f(x).dx

12.6.2.1. Bir fonksiyonun grafigi ile x ekseni arasinda kalan
sinirli bolgenin alanini Riemann toplami yardimiyla yaklasik
olarak hesaplar.

A ') Gunlik hayatta karsilasilan ve degeri alan formiilleriyle
hesaplanamayan alanlarin, uygun toplamlarin limiti olarak
ifade edilebilecegi aciklanir.

~ 1244 ~



B) Polinom fonksiyonlarla sinirlandirilr.
C) Bilgive iletisim teknolojilerinden yararlanilir.

12.6.2.2. Bir fonksiyonun belirli ve belirsiz integralleri

arasindaki iliskiyi aciklayarak islemler yapar.
12.6.2.3. Belirli integralin 6zelliklerini kullanarak islemler
yapar.
Parcali fonksiyonlarin belirli integraline yer verilir.
12.6.2.4. Belirli integral ile alan hesabi yapar.
A) IKi fonksiyonun grafikleri arasinda kalan sinirh
bolgenin alan1 hesaplanir.
B ) Gerc¢ek hayat problemlerine yer verilir.

C) Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilir.
~ 1245 ~



Belirli Integral ve Uygulamalari
Riemann Toplami

f Ay

0| a b x 0 a b x
Bir f dogrusunun alt tarafi Bir f egrisinin alt tarafiile x ekseni
ile x ekseni arasinda kalan arasinda kalan [ a , b ] aralhigin-
| a, b ] araligindaki bolge daki bolgenin alani bilinen geo-
bir yamuk oldugundan alani- metrik sekillere uymadigindan
n1 hesaplamak mumkundiir. alan1 hesaplanamaz.

~ 1246 ~



Alan hesaplamasi yapilamayan durumlarda bolgenin alanini
bulmak icin Alman matematik¢i Bernhard Riemann’in buldugu
yontemden yararlanilir.

Kural 1: ( Riemann Alt Toplam )

[ a, b ] araligi n adet esit araliga ayrilsin. Araliklarin or-

b — a
tak genisligi Ax ile gosterilir. Ax = - olarak bulunur.

**%* Her araligin ilk noktasinin goruntiisiinden itibaren sag
tarafa dogru egrinin altinda dikdortgenler olusturulur ve bu
dikdortgenlerin alanlari toplanir. Bu toplama “ Riemann Alt
Toplami ” ad1 verilir.

Ornegin alttaki grafikteki aralik iic parcaya béliitnmiis ve

Riemann alt toplami1 bulunmustur.
~ 1247 ~



f(x2)

f(xq)
f(a)
0 a X 1 X 9 b X
- > % P o
AXx Ax Ax

Egrinin altinda kalan dikdortgenlerin alanlar: toplami

St =Ax.f(a)+ Ax.f(x;) + Ax.f( X, ) olarak

bulunur.
~ 1248 ~



Kural2: ( Riemann Ust Toplam )

| a, b ] araligi n adet esit araliga ayrilsin. Araliklarin

b — a
ortak genisligi Ax ile gosterilir. Ax = n olarak bulu-

nur.

*** Her araligin iKinci noktasinin goriuntisiinden
itibaren sol tarafa dogru egrinin tizerinde dikdortgenler
olusturulur ve bu dikdortgenlerin alanlar: toplanir. Bu
toplama “ Riemann Ust Toplami ” ad1 verilir.

Ornegin alttaki grafikteki aralik iic parcaya béliinmiis ve
Riemann list toplami bulunmustur.

~ 1249 ~



f(b)

f(x2)

f(xq1)

0 d X1 X 92 b :(
- > > - o
AXx AX AXx
Egrinin uiizerinde olan dikdortgenlerin alanlari toplami
Sist = =Ax.f(b )+ Ax.f(x4) + Ax.f( X, ) olarak
bulunur.

~ 1250 ~



‘Not : Bir egrinin altinda ve x ekseni arasinda kalan boélgenin

alan1 S olsun. S degeri, Riemann alt toplami ile iist toplami ara-
liginda olmahdir.

St < S < S olmahdir.
Soru . Ay y=f(x)=x+1

Yanda f fonksiyonunun
grafigi verilmistir. Grafik
uzerinde [ 1, 5 ] arahig
4 esit parcaya ayriliyor.
Buna gore; A) Riemann
alt toplamini bulunuz.

B ) Riemann ust topla-

X mini bulunuz.
~1251 ~




A)

y=f(x)=x+1

~1252 ~



y=f(x)=x+1

~ 1253 ~



Not: S, < S < Sy sartini kontrol edelim.
y=f(x)=x+1

Dogrunun altinda kalan
alan bir yamuktur.

Alan = S
=(2+6).4/2
= 16 br? bulunur.

Salt = 14‘ bl‘z
: : Sist = 18 br?
-1 0 1 5 X oldugundan

14 < 16 < 18 istenen sarti saglar.
~1254 ~



Soru :

Ay

y=f(x)=x*-4x+5

Grafiginin bir Kismi verilen f
fonksiyonunun | 2 , 5 ]
aralig1 3 esit parcaya
ayriliyor. Buna gore
Riemann alt ve tst
toplamini bulunuz.

~ 1255~



y=f(x)=x%-4x+5

~ 1256 ~



Soru . y=f(x)=2x-1

Grafiginin bir kKismi ve-
rilen f fonksiyonunun
[1/2, 3 ] aralig1 5
esit parcaya ayrihiyor.
Buna gore Riemann
ust ve alt toplamin
farkini bulunuz.

~ 1257 ~



y=f(x)=2x-1

~1258 ~



y=f(x) =16 - x? fonksiyonunun grafigi

f | 1, 4 ] araliginda verilmistir. Bu

. aralik 3 esit parcaya ayriliyor.
Buna gore Riemann alt ve

ust toplamini bulunuz.

( Azalan grafiklerde alt toplam
grafigin uizerinde, tist toplam
ise grafigin altinda kalir. )

~ 1259 ~



Y

~ 1260 ~



y=f(x)=2x
Grafigi verilen f fonksiyonunun
[ -10, 0 ] aralig1 S esitayri-
X lhyor. Bu aralik icin Riemann
alt toplamini bulunuz.
( Grafik azalan degil ama istenilen
kisim negatif bolgede oldugundan
Riemann alt toplami yine grafigin
uzerinde olur. )

~1261 ~



Soru: y=f(x)=x?+ 1 fonksiyonu veriliyor. [ - 3 , 5 ] ara-

ligin1 4 esit parcaya bolen kismin Riemann alt ve tuist toplamini bu-
lunuz. ( Once fonksiyonun grafigi cizilmelidir. )

~ 1262 ~



~1263 ~



10 m dikey araliklarla boliinmis kosu pistinin i¢ Kismindaki
parc¢alarin uzunluklari soldan saga sirasiyla; 5, 15, 20, 22,
20 , 15 ve 5 m'dir. Bu i¢ Kismin alan1 asagidakilerden hangisi
olabilir ?
A) 700 B) 1000 C) 1300 D) 1600 E) 1900
~1264 ~




Koordinat sisteminde verilmedigi icin sekli alt ve uiist dikdortgen
bolgelere ayirarak Riemann alt ve ust toplamlari bulunur.

~1265 ~



~ 1266 ~



Kural3: ( Riemann Toplami )

[ a, b ] aralig1 n adet esit araliga ayrilsin. Araliklarin

b — a
ortak genisligi Ax ile gosterilir. Ax = - olarak bulu-

nur

*** Her araligin icinde bir nokta secilir ve bu noktanin
goruntusiinden gecen dikdortgen olusturulur. Bu dikdort-
genlerin alanlari toplanir. Bu toplama “ Riemann Toplam1 ”
ad1 verilir.

Ornegin alttaki grafikteki aralik iic parcaya boliinmiis ve
Riemann ust toplami bulunmustur.

~ 1267 ~



f(c3)
f(c,)
f(cq)
e
0 a Cq X1 C»o X9 C3 X3 X
- > > >
AXx AX AX

Egrinin iizerinde olan dikdortgenlerin alanlar: toplami

S=Ax.f(cq )+ Ax.f(c, ) + AX.f( c3 ) olarak bulunur.
~ 1268 ~



Fonksiyonun ve
X ekseninin
arasinda kalan
bolge ne kadar
cok alt bolgelere

ayrilirsa ara bolge-
: nin alanin1 bulmaya

o kadar yaklasilir.
Aralig1 sonsuz
parcaya ayirmak
bize istenilen

alani verir.
-

b X

~1269 ~



Soru . VA y=f(x)=—+ 2

Yanda f fonksi-
yonunun grafigi
verilmistir. Grafik
uzerinde [ -4, 8 ]
araligi 3 esit
parc¢aya ayriliyor.
Buna gore her alt
araligin orta nokta-
sina gore Riemann
toplamini bulunuz.

s

8  x

~ 1270 ~



Soru: 4y y=f(x)=x%+1

Yanda grafigi verilen f fonksi-
yonunun [ 0 , 8 ]| aralhig1 4
esit parcaya ayriliyor. Buna
gore her alt araligin orta
noktasina gore Riemann
toplamini bulunuz.

~1271 ~



Soru: Alttaki aralikta grafigi verilen f fonksiyonu 3 esit parcaya

y4  ayrilmistir. Buna gore belirtilen Riemann toplamini bulunuz.
O 1 3 4 11 /2 7 3 10 X

s

y=f(x)=1-x

~ 1272 ~



Belirli Integral

[ a, b ] araliginda bir f fonksiyonu ile x ekseni arasinda
b

kalan bolgenin alani _f f ( x ).dx integraliile bulunur.
d

a’ya “altsimir”, b 'ye de “ iist sinir ” ad1 verilir.
[f(x).dx = F(x) + c idi

b b
[f(x).dx=[F(x)+c]

d

=[F(b)+c]-[F(a) + c]

F(b)-F(a) olarakbulunur.
~1273 ~



b
_‘-f( X ).dx =F(b)-F(a) isleminin sonucunda c
d

sabiti kalmadigindan bu integrale “ belirli integral ” ad1 verilir.

3

Soru: y=f(x)=2x+4ise | f(x).dx = ?
-2

~ 1274 ~



2.%l: Grafik cizilip istenilen araliktaki bolgenin alan1 bulunur.

3
y=f(x)=2x+4ise | f(x).dx = ?
-2

~ 1275~



Soru: [(3x2-2).dx =7

~ 1276 ~



Soru: [(8x3-2x+1).dx =7

~ 1277 ~



X
Soru : I(T+x-1).dx=?

~ 1278 ~



8

Soru : _f(4—x)2.dx=?
0

~ 1279 ~



4
Soru . J-(Zx+\/Y).dx=?
1

~ 1280 ~



~1281 ~



4

4
Soru : _‘-(X—Z—BZX).dx=—1+3k ise k = ?
1/2

~ 1282 ~



~ 1283 ~



15 8
Soru : A=_f(6x12 +x’ -11x + 4 ).dx ve B = Ix.dt ise
-6 3
A'"+B=? (A': A'nin x’e gore tiurevi )

~ 1284 ~



Soru : {ZX—S , X <0 ise

f(x) = parcali fonksiyonu veriliyor.
x+1 , x=20 ise
8

Buna gore _[f( Xx-4).dx =? ( Once f( x - 4 ) fonksiyonu bu-
6 lunur. Integralin sinirlarina uygun

olan fonksiyon secilir ve ¢oziim bulunur. )

~ 1285 ~



~ 1286 ~



Soru : {—6—2x , x <1 ise

f(x) = parcali fonksiyonu veriliyor.
8x +5 , x>1 ise
5
Bunagore |f(3 - x).dx = ?
2

~ 1287 ~



~ 1288 ~



Soru . X -x , x<-5 ise

f(x)=49 2x?+3x , -5<x<1 ise parcal1 fonksiyonu

x> +4x , 1< x ise veriliyor. Buna gore
1

[f(x+2).dx =7
-1

~ 1289 ~



~ 1290 ~



Soru : Vi Altta f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

4 2
Bunagore | f'(x).dx + | f'(x).dx = ?
-3 0

<Y

( Integralin icindeki fonksiyonun kimin

tiirevi oldugu bulunur ve kural uygulanir. )
~1291 ~



10

Soru: [ f(x).dx=f(10)+f(1)-24 isef(1)=7?
1

~ 1292 ~



8

Soru: [ 2.6(x).f(x).dx=32 ve f(8)=3.£(0) ise
0

f( 0 ) degerinin pozitif degeri kac olur ?

~ 1293 ~



3

Soru: [[f(x)+x.f(x)].dx=-6 ve
2

f(3)+2.f(-2)=22 isef(-2)=2?

~ 1294 ~



2
Soru : _f( 2x — 1 )*.dx =7 ( Degisken degistirme yontemi

0 uygulanir. Degisken degistigi i¢cin
integralin sinirlar1 da degistirilmelidir. )

~ 1295 ~



3
Soru: [(7-x%)6.14x.dx = ?
Ve

~ 1296 ~



Soru : _f

3 + 2x

(x2 +3x+1)>°

~ 1297 ~
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V3
Soru . _f\/l + x3 .3x%.dx = ?
-1

~ 1299 ~



~1300 ~



4

Soru : _ff"(x).f'(x).Z.dx= 3 olup f fonksiyonunun x = 1
1

apsisli noktasindaki tegetinin x ekseni ile yaptig1 pozitif yonli aci

45° ise f'( 4 ) = ?

~1301 ~



~1302 ~



f(x-2)=

Soru : X+4 , x<0 i1se
parcalil fonksiyonu veriliyor.

x-1 , x>0 ise
3

Buna gore If'( 3x+1 ).dx = ?
0

~1303 ~



~1304 ~



Belirli Integralin Ozellikleri

d
Kural 1: _[ f( x).dx = 0 olarak alinir. Belirli integralde alt ve
a ust sinir ayni ise integralin sonucu sifirdir.

P |
[f(x).dx=F(a)-F(a)=0 olarak bulunur.
P |

b a
Kural 2: _[ f(x).dx = - _‘. f( x).dx olarakalnr.
a b Belirli integralde alt ve

ust sinirlar yer degistirirse belirli integralin degeri isaret degistirir.

b
[f(x).dx=F(b)-F(a)=-[-F(b)+F(a)]
= - _[ f( x).dx olarak bulunur.
b

~1305 ~



b b
Kural3: [k.f(x).dx = k.[f(x).dx (k sabit )

d d
k sabit sayisi integralin basina alinabilir.

0 5
Soru: [f(x).dx=3k-11 ve [f(x).dx =17 - k ise
5 0

k =7

~1306 ~



Soru : Alttaki verilen ifadelerden hangisi - hangileri dogrudur ?
2

L. I(5x+ 4).dx = 0
2

7 -7
. [f(x).dx=]f(x).dx
-7 7

10 1
m. [(2x-9).dx=J(-2x+9).dx
1 10
4
d
Iv. EI(6X3+5).dx=O
-3

~1307 ~



Kural4: a < c < b olmakiizere,

b C b
[f(x).dx=[f(x).dx+ [f(x).dx olarak
a a C ayirabiliriz.

a<c<d<b olmakizere,

b C d b
_’.f(x).dx=_[f(x).dx+J‘f(x).dx+_‘-f(x).dx
a a C d

olarak integrallerin alt ve ust sinirlarini parcalayabiliriz.

~1308 ~



Soru: [(2x+5).dx=J(2x+5).dx+[(2x+5).dx
0 0 3

esitliginin sagladigini integrallerin sonuc¢larini1 bularak karsilastiri-
niz.
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Soru :
-2 0

4
[(x2-4).dx+[(x%?-4).dx+[(x%2-4).dx=7
-3 -2 0
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Kum[ 5:

_>b

I[f(x)+h(x)]dx_ff(x)dx+fh(x)dx

- a

_>b

I[f(x)-h(x)]dx—ff(x)dx-fh(x)dx

-— a

Sinirlar ayni olmak uzere; toplam ve fark durumundaki
integralleri ayirabildigimiz gibi, ayr1 olarak verilmis integral-
leri de bir araya getirebiliriz.
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Soru :
5 5 5
[(8+4x).dx+ [(-2x+1).dx-[6.dx =7
1 1 1
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Soru :

4 . 4
I(sz+kx—1).dx+_f(kx+4).dx+_f(1—x).dx=?
1 4 -1
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Kural 6: ( Parcali Fonksiyonun Tiirevi )

h(x) , x<c ise
f(x) = parc¢ali fonksiyonu verilsin.
k(x) , x=c ise

a < c < b olmakiuzere, ( ¢ parcali fonksiyonda sinirdir. )

b C b
_[f(x).dx= _fh(x).dx+ _fk(x).dx olarak alinir.
d d C

Belirli integral parc¢alara ayrilir. Her bir araliga uygun olan

fonksiyon kullanilarak integral alma islemi uygulanir.
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Soru : {2x+1 , X < 3 ise

f(x) = parc¢al1 fonksiyonu veriliyor.
x% -5 , x=3 ise
6
Buna gore _ff( X ).dx =?
-2

~1316 ~
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Soru : {—7—4x , X <1 ise

f(x) = parcall fonksiyonu veriliyor.
3x2 +2 , x=1 ise
4
Buna gore _ff( X ).dx =?
-1
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Soru : 6X , X < -2 ise

f(x) = XxX+2 , -2=<x<0 ise parcall fonksiyonu

1-4x3 , x =0 ise veriliyor.
3
Buna gore _ff( X ).dx =?
-4

~1320 ~
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‘Not : Mutlak degerli fonksiyonlarin integrali varsa 6nce mutlak

deger fonksiyonu parcali fonksiyona ¢evrilir. Bunun icin oncelikle
mutlak degerin icini sifir yapan kok bulunur ve isaret tablosu yapi-
lir. Integral sinirlarina gére gerekirse sinirlar parcalara ayrilir.

Ornegin f ( x ) = | 2x — 4 | fonksiyonunu parcali fonksiyon
olarak yazalim.
2x -4 =0 X [|-00 + 00

2X = 4

2
X = 2 f(x) S * _|_

-2xXx+4 , x< 2 1se
f(x) = olarak yazilrr.
2x -4 , x =22 ise

Esitligi ilk araliga da koyabilirdik. Esitligi cogunlukla pozitif
oldugu kisma koyariz.
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6

Soru: [l2x+2]|.dx=7?
1
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7

Soru: [ -12 + 4x |.dx = ?
-1
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Soru: [|-x+2|.dx=7?
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5

Soru . _f[lx—1|+x+3].dx=?
-2
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2
Soru: [ |x%—4|.dx=7
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2
Soru . I‘X2—6x+5‘.dx=?
-2
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3

Soru: [ |x2?+8x+ 16 |.dx =7
-1

~1334 ~
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Belirli Integral Ile Alan Hesab

| a, b ] araliginda bir f fonksiyonu ile x ekseni arasinda
b

kalan bolgenin alani _f | f( x ) |.dx integraliile bulunur.
a

1) f pozitif degerliise alan VA
b
A = If ( X ).dx integraliile

a

hesaplanir. A

*** Alan sonucu negatif olmaz.




2 ) f negatif degerliise alan
b

K= - _ff( X ).dx integrali
d
ile hesaplanir.

3 ) f hem negatif hem de

pozitif degerler aliyorsa alan
b

A+K=]| f(x).dx -

0

py

[f(x).dx

integrali ile hesaplanir.
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Soru . by y=f(x) =4 -x? fonksiyonunun grafigi

4 veriliyor. Buna gore boyali bolgenin alanini
bulunuz.

<y

~1338 ~



Soru . by y = f(x) = 12 - 2x fonksiyonunun grafigi

veriliyor. Buna gore boyal1 bolgenin alanini
12 bulunuz.
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y=f(x)=x%+ 6X

fonksiyonunun grafigi
veriliyor. Buna gore

boyal1 bolgenin alanini

X bulunuz.
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Soru . y=f(x)=x3-1 fonksiyonu-

nun grafigi veriliyor. Buna gore
boyali1 bolgenin alanini bulunuz.
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Soru :

<Y

y=f(x)=x?-9 fonksi-

yonunun grafigi veriliyor. Buna

3
[1f(x)].dx =7
-4

( Eksik noktalar bulunur ve
istenen bolge taranir. )
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Soru: y=f(x) =x+ 2 fonksiyonunun grafigi,x = -3 ve

X = 5 dogrulariile x ekseni arasinda kalan bolgenin alanini bulu-

nuz. ( 1.Yol: Cizim yapilir ve istenen bolge belirlenir. Kural uygu-
lanir. 2.Yol: Sinirlar arasinda fonksiyonun mutlak degeri alinir ve
mutlak degerli integral ¢coziimiinden faydalanilir. )
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Soru: y=f(x)=x?%-2x - 3 fonksiyonunun grafigi,x = - 1

ve X = 4 dogrulariile x ekseni arasinda kalan bolgenin alanini
bulunuz.
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Soru: y=f(x) =x? + 4x fonksiyonunun grafigi ile x ekseni

arasinda kalan bolgenin alanini bulunuz. ( Sinirlar verilmediyse,
fonksiyonun x ekseninin kestigi noktalarin apsisi integralin sinir-
laridir. )

~1351 ~



~1352 ~



Soru: y=f(x)=x3-6x?+ 8x fonksiyonunun grafigi ile x

ekseni arasinda kalan bolgenin alanini bulunuz.
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Soru ; y y=f(x)=VvV4 — x?2 fonksiyonunun

grafigi verilmistir. Boyal1 bolgenin
( daire parcasi ) alanini bulunuz.

Al

2

Not: Istenilen bélgenin alam _‘- V4 — x2 .dx integraliile bulmak
-2
bulmak gerekir. Ama bu integralin ¢oziimii i¢in bilinen kurallar ye-

terli degildir. Bunun yerine istenilen bolgenin alani icin daire parca-

sinin alani formiiliinden yararlanilir. Alan = w.r%. a / 360° idi.
~1355 ~




y=f(x)=vV36 — x? fonksiyonunun

grafiginin bir parcasi verilmistir. Bu

daire parcasinin alanini bulunuz.

> Y
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Soru ; vk y=f(x)=v100 — x2 fonksiyonunun

e

grafigi verilmistir. f fonksiyonunun
grafigiile x eksenive x = 0,
X = 5 dogrulari arasinda
kalan bolgenin alanini
bulunuz.

( Istenilen bélge iki kisma ayrilir. Birinin alani daire parcasi alanin-

dan, digerinin alani ise iicgenin alanindan elde edilir. )
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Not: f hem negatif hem de pozitif degerler aliyorsa

boyal1 bolgenin alani v f
b

A+K=]|f(x)]. dx

integrali ile hesaplanir.

*** Alan istenmezse integralin degeri _‘-f (x).dx=A-K
olarak alinir. a

X ekseninin ustiindeki bolgelerin alani toplanir. x ekseni-

nin altinda kalan kismin alani ise ¢ikartilir.
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Soru: S, ve S, bulunduklar1 bolgelerin alanlarin1 géstermektedir.

2 2
[f(x).dx=-7 ve [|f(x)|.dx=15 ise S; = ?
-4 -4
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Soru : Ay

25 br2 13 br2 f

s

-8 -2 0 2 7 12 x
8 br 11 brz

Grafikte boyal1 bolgelerin alanlar verilmistir. Buna gore alttaki
integrallerin sonucunu bulunuz.

12
A) [f(x).dx =7
-8
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12
B) JIf(x)|.dx=7?
- 8

12
C) j|f(x)| dx+jf(x) dx = ?

12
D) ff(x) dx—ff(x) dx = ?
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Soru . AY f fonksiyonunun grafigi yanda veriliyor.
5

Buna gore _ff( X ).dx = ?
-4
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Iki Fonksiyonun Grafiji Arasinda Kalan
Sirls Bolgenin Alan

A)/li\// N
Y f

0| a b x 0| a b X

f ve h fonksiyonunun grafikleri verilsin. x eksenive x = a ,x = b

dogrulari arasindaki kalan bolgelerin alanlar1 A ve K br 2 olsun.
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y
/L\//f f ile h fonksiyonlarinin

grafikleriile x = ailex = b
dogrulari arasinda kalan

bolgenin alan1 S br?2 olsun.

S = A - K olarak bulunur.

: : b
0 a b x A=_ff(x).dxve
d

b b
K= h(x).dx oldugundan S= [ [f(x)-h(x)].dx

olur. Ara bolgenin alanini bulmak i¢in, iistteki fonksiyonun denkle-

minden alttaki fonksiyonun denklemi ¢ikartilirak integrali alinir.
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B) 4y

0 z.l c b X

| a, b ] araliginda boyali bolgenin alani,
Alan = A + K

olarak bulunur.
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Soru :

y f(x)=9-x%ve h(x)=4-x"?
9 fonksiyonlarin grafikleri yanda veril-
mistir. Buna gore boyali1 bolgenin

alanini bulunuz.
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f(x)=x%*?-1ve h(x)=1-x
fonksiyonlarinin grafikleri yanda

veriliyor. Buna gore boyali1 bolgenin
alanini bulunuz.
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Ay f(x)=6x-x%ve h(x)=-2x+ 12

fonksiyonlarinin grafikleri yanda ve-
rilmistir. Buna gore boyali1 bolgenin
alanini bulunuz. ( Once ortak ¢o-

zimden noktalar bulunur. )

Y
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h f(x)=x%-4x+5 ve
h(x)=x+1 fonksiyonu-
nun grafikleri yanda veriliyor.

Buna gore boyal1 bolgelerin
alanlari toplamini bulunuz.

Y
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Soru . yi f(x)=-x%-2x+3 ve

h(x) =3 fonksiyonunun

grafikleri yanda
h(y=3) verilmistir.
Buna gore

Boyali bolgelerin alanlar:
toplamini bulunuz.
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Soru . f(x)=v64 —x2 ve h(x)=-x
fonksiyonlarinin grafikleri yanda ve-

rilmistir. Buna gore boyali1 bolgenin
alanini bulunuz.

( Alani1 fonksiyonlarin farkinin integralinden bulmak bilinen kural-

larla miimkiin degildir. Bu yuzden daire parcasinin alani kullanilir. )
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Soru: y =x? ile y = 2 - x fonksiyonlarinin grafikleri arasin-

da kalan bolgenin alanin1 bulunuz. ( 1.vol: Grafikler cizilir ve or-
tak kesim noktalarinin apsisleri bulunur. Sinirli bolgenin alani i¢in
kural uygulanir. 2.yol: Fonksiyonlarin ortak kesim noktalarinin

apsisleri bulunur. Kimin ustte kimin altta kaldig1 bilinmedigi i¢cin
b

farkin mutlak degeri alinir. Yanialan [ | f(x) — h(x)|.dx
d

integrali ile bulunur. )
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Soru: y = 3x ile y = -x?% + 4x fonksiyonlarinin grafikleri ara-

sinda kalan bolgenin alanini bulunuz.
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( Bu boliimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12. 7. ANALITIK GEOMETRI
12.7.1. Cemberin Analitik Incelenmesi

Terimler ve Kavramlar: Cemberin genel denklemi, cemberin

standart denklemi

Sembol ve Gésterimler: (x —a)?+ (y—-—b)% =r?%,

X’ +y? +Dx+Ey+F=0

12.7.1.1. MerKkezi ve yaricapi verilen cemberin denklemini

olusturur.
A) M(a, b) merkezli ve r yaricapli cemberin standart denk-
lemi (x —a)?+ (y—b)?% = r? yardimyla cemberin genel
denklemi x% + y% + Dx + Ey + F = 0 seklinde elde edilir.

B) Ax? + By? + Dx + Ey + F = 0 denkleminin hangi
~ 1382 ~



durumlarda ¢ember olusturdugu gosterilir.

C) Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilir.
12.7.1.2. Denklemleri verilen dogru ile cemberin birbirine gore
durumlarini belirleyerek islemler yapar.

A) Dogru ile cemberin varsa kesisim noktalar1 bulunur.

B ) Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilir.

PUNITERN ANALITiK GEOMETRI
Cemberin Analitik incelenmesi

Hatirlatma : Diizlemde sabit bir noktadan
esit uzaklikta bulunan noktalarin kiimesine
“cember ”, sabit noktaya “ cemberin merkezi”
( M ) ve ¢cember uzerindeki bir noktanin r M r
cemberin merkezine olan uzakliga da

“cemberin yaricap1” ( r ) adi verilirdi.
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Tamim : Analitik diizlemde M ( a , b ) merkezli bir cember

alalim. Cember uizerindeki herhangi bir nokta P( x , y ) ol-
sun. M ile P noktalar: aras1 uzaklik yaricapi verir.

|IMP | =1
J(x—a)2+(y-b)% =r
(V(x=a) T+ (y-b)%) =r2

(x—a)?+(y—-b)?=r"

P(x,y) olarak bulunur.

X —a)?+ — b )? = r? denklemine cemberin
y

// / “standart denklemi ”

M( a, b ) merkez nokta, r ise yaricapi verir. ad1 verilir.
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Soru: Altta standart denklemi verilen cemberlerin merkez nokta-

larini ve yaricaplarini bulunuz.
A) (x—-5)2+(y+2)2=16

B) (x—1)>+(y—6)%=172
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C) y2+(x+8)% =81

D) x? +y?% =450
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Soru: O (4, -9 ) noktasina 11 br mesafede bulunan noktala-

rin olusturdugu ¢cemberin standart denklemini bulunuz.
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Soru: Merkezi M ( -5, 2 ) noktasiolanve K ( 0 , 14 ) nokta-

sindan gecen ¢cemberin standart denklemini bulunuz.
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Soru: Merkezi M ( 4, 1) noktasiolanve T (1, -5 ) nokta-

sindan gecen ¢cemberin standart denklemini bulunuz.
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Soru: A(-4,18 ) ve B( 2, 10 ) noktalarindan gecen ve capi

| AB ] dogru parc¢asi olan cemberin standart denklemini bulunuz.
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Soru: A(5,2)veB(-3, 10 ) noktalarindan gecen ve capi

| AB ] dogru parcasi olan ¢cemberin standart denklemini bulunuz.
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~1393 ~



Soru: 4x + 3y - 24 = 0 dogrusunun eksenleri kesen noktalari

A ve B'dir. [ AB] dogru parcasini ¢cap kabul eden cemberin stan-
dart denklemini bulunuz.
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Soru : y A Verilen noktalardan gecen ¢cemberin

6 standart denklemini bulunuz. ( Capi
goren cevre aci 90° idi. )
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Soru: Standartdenklemi (x + 5)%+ (y — 3 )% = 4 olan

cemberi analitik diizlemde c¢iziniz.
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Soru: Standartdenklemi (x — 2 )%+ (y—1)?% =9 olan

cember veriliyor. A) Bu c¢emberi analitik diizlemde c¢iziniz.
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(x—2)*+(y—-1)*=9

B) Cemberin x eksenini kestigi noktalar: bulunuz.
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Soru: Standartdenklemi (x — 1)%?+ (y +1)?% = 4 olan

cember veriliyor. A) Bu c¢emberi analitik duzlemde c¢iziniz.

~ 1401 ~



(x—1)*+(y+1)*2=4

B) Cemberin y eksenini kestigi noktalar A ve B ise | AB| = ?
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(x—1)*+(y+1)*2=4
C) Cember uzerindekibirnokta T( 2 , k) ise k = ?
( Nokta denklemi saglarda. )
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Soru: A(2,4)ve B(-4, 2) noktalarindan gecen cemberin
merkezi y = x + 8 dogrusu uiizerinde ise cemberin standart denk-

lemini bulunuz. ( Merkez M(a, b ) olsun.r = |[MA| = | MB |
olur. Esitlikten a ile b arasindaki iliski bulunur ve bu iliski mer-
kezden gecen dogrunun denkleminde kullanilir. a ile b bulunur.
Ardindan yaricap bulunur ve verilenler denklemde kullanilir. )
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Soru: A(1,-3)veB(3,1) noktalarindan gecen cemberin

merkezi 2y - 3x - 16 = 0 dogrusu uzerinde ise cemberin stan-
dart denklemini bulunuz.
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Soru: A(2,6),B(0,0)veC(4,2) noktalarindan ge-
cen cemberin standart denklemini bulunuz. ( Merkez M( a , b )
olsun.r = |MA| = | MB| = | MB| olur. IKi esitlik secilir ve a ile b
arasindaki iliski bulunur. Elde edilen denklemlerin taraf tarafa ¢o-

zumi ile a ile b sayilari bulunur. Yaricap bulunur ve elde edilen-
ler denklemde kullanilir. )
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Soru: A(1,3),B(3,-1)veC(-1,-3) noktalarindan

gecen cemberin standart denklemini bulunuz.
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Hatirlatma: 1) Birc¢embere T noktasinda teget olan bir d
dogrusu verilsin. Cemberin merkezinden
ve teget noktasindan gecen dogru

parcasi teget dogruna dik idi.

d L [MT] olur.

2 ) Birbirine dik olan dogrularin

d egimleri carpimi - 1 idi.

T(X11Y1)
my . m[MT] = -1 olur.

3 ) Teget dogrusunun denklemi istenirse

Vy-y1=mMmy.(Xx-y,) esitliginden istenen bulunur.
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Soru: Standartdenklemi (x — 1)? + (y — 4 )% = 13 olan

cembere T ( 3 , 1 ) noktasinda teget olan dogrunun denklemini

bulunuz.
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Soru: Standartdenklemi (x + 3 )2+ (y — 2 )% =5 olan

cember veriliyor. Bu cembere T ( 0 , 5 ) noktasinda teget olan
dogrunun denklemini bulunuz.
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Soru: Merkezi M (1, 3 ) olan cemberin yaricapr 3+ 2 br dir.

Bu ¢emberin, x eksenini eksenin negatif kisminda kestigi T nok-

tasindan gecen teget dogrusunun denklemini bulunuz.
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Il
)

Hatirlatma: A( x4, y¢1 ) noktasininbir d : ax + by + c

5 5 | ax1 + byq1 + ¢ | |
dogrusuna olan uzakhgi: h = ile
\/ a2 + b2

bulunurdu.
Soru: Merkezi M( 1, -1 ) olanve bir noktada 3x - 4y + 8

dogrusuna teget olan cemberin standart denklemini bulunuz

1|
()
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Soru: Merkezi M ( -4, 2 ) olanve bir noktada 12x + 5y = - 64

dogrusuna teget olan cemberin standart denklemini bulunuz
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Soru: Merkezi M( 1,5 ) olanvebirnoktaday - x + 4 = 0

dogrusuna teget olan cemberin standart denklemini bulunuz
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Soru: Merkezi M ( a, 3 ) olanve bir noktada x - 2y = 1 dogru-

suna teget olan cemberin yaricap:1 v 5 br olan cemberlerin stan-

dart denklemini bulunuz.
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Soru: Merkezi M( -2, 3 ) olanve 3x - 4y - 2 = 0 dogru-

sundan 6 br’lik bir Kiris ayiran cemberin denklemini bulunuz.
( Merkezden Kirise indirilen dikme Kirisi iKi esit parcaya ayirirdu. )
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Soru: x =-2 ve x = 6 dogrularina teget olan cemberin mer-

kez noktas1 x -y - 2 = 0 dogrusu uizerinde ise cemberin stan-

dart denklemini bulunuz. ( Verilen dogrular dusunulerek merkez
nok-tasi bulunur. Eksik kisim merkezden gecen dogru
denkleminden elde edilir. )
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Soru: y =3 ve y = 13 dogrularina teget olan cemberin mer-

kez noktas1 y - 2x + 1 = 0 dogrusu lizerinde ise cemberin stan-
dart denklemini bulunuz.
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Soru: y=-2-2x ve y = 18 - 2x dogrularina teget olan cem-

berin bir teget noktas1 K( 9, 0 ) ise cemberin standart denklemi-

ni bulunuz. ( 1) K noktasinin yeri bulunur. K noktasinin diger
dogruya uzaklhigi capi verir. 2 ) Teget noktalardan digeri T( x , y )
olup y yerine x’li cevabi yazilir. Iki nokta arasi uzakhktan isteni-
len bulunur. 3 ) Orta nokta yani merkez nokta bulunur ve denklem
olusturulur. )
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Soru: y=3x-1 ve y = 3x + 9 dogrularina teget olan cembe-

rin bir teget noktas1 K( 1, 2 ) ise cemberin standart denklemini
bulunuz.
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Bazi Ozel Cemberler

Kural 1: ( Merkezcil Cember )

Vi Merkezi orijin noktasiyani O( 0, 0 )
olan cembere “ merkezcil cember”
ad1 verilir. Merkezcil cemberin

standart denklemi,
(x—0)*+(y—-0)*=r"
-T r ; ise X2 + y%=r?
olarak bulunur.

-T
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Soru: A (5, -12 ) noktasi merkezcil cember iizerinde ise bu

cemberin standart denklemini bulunuz.
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Soru: A(K, vk + 2 ) noktasiyaricapr 2 br olan merkezcil

cember lizerinde ise k = ?
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Soru: A(Kk + 1, -k - 1) noktasiyaricapt 3v 2 br olan mer-

kezcil cember iizerinde ise A noktasi ne olmalidir ?
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Soru: Merkezcil cember tizerindeki bir T noktasinda cembere

teget olan dogrunun denklemi y - 2x + 10 = 0 dogrusu ise;
A) Cemberin yaricapini bulunuz.
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B ) T noktasinin koordinatlarini bulunuz.
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Kural 2: ( Merkezi x Ekseni Uzerinde Olan Cember )

Vi Merkezi x ekseni iizerinde
olan cemberin merkez

noktas1t M(a, 0 )
olacagindan cemberin

standart denklemai,

s

0 X
(x—-—a)*+(y—-0)>=r?

ise (X —a)?+y%=r"

olarak bulunur.
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Soru: Merkezi x ekseni iizerinde olanve A ( 1, 4 ) noktasin-

dan gecen cemberin yaricap1 5 br ise cemberin merkez noktasini
bulunuz.
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Soru: Merkezi x ekseni iizerinde olan ve x eksenini A(-1, 0)

ile B( 5, 0 ) noktalarinda kesen ¢cemberin ¢izip ardindan cembe-
rin standart denklemini bulunuz.
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Kural 3: ( Merkezi y Ekseni Uzerinde Olan Cember )

y Merkezi y ekseni iizerinde
olan cemberin merkez

noktas1t M( 0, b )
olacagindan cemberin

standart denklemi,
(x-0)*+(y—-b)*=r"’
ise X2+ (y—b )% =r"

olarak bulunur.
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Soru: Merkezi y ekseni iizerinde olanve A ( 4, 2 ) noktasindan

gecen cemberin yaricap1 v 41 brise cemberin merkez noktasini
bulunuz.
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Soru: Merkezi y ekseniiizerindeolanve y = 2 ile y = 10 dog-

rularina teget olan cemberi c¢izip ardindan ¢emberin standart denk-
lemini bulunuz.
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Kural 4: ( x Eksenine Teget Olan Cember )

Ay Merkezi M( a, b ) olanve
x eksenine teget olan

cemberin standart denklemi

(x—a)*+(y—-b)?=r"

............................ _ ise
(x—a)*+(y—b)*=r
olarak bulunur.
0 a X T teget noktasidir.

*** Merkez noktanin bolge sart1 dikkate alindiginda

r = |b| olarak alinir.
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Soru: Merkezi M( 4, -2 ) olanve x eksenine teget olan cembe-

ri analitik diizlemde cizip, cemberin standart denklemini bulunuz.
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Soru: Merkezi M (1, 3 ) olanve x eksenine teget olan cembe-

ri; A) Analitik duzlemde cizip ¢cemberin standart denklemini bulu-
nuz.
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B) Cemberin y eksenini kestigi noktalari bulunuz.
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Kural 5: ( y Eksenine Teget Olan Cember )

Merkezi M( a, b ) olanve
y eksenine teget olan

cemberin standart denklemi

(x—a)*+(y—-b)?=r"

ise
(x—a)*+(y—b)?=a?
olarak bulunur.
0 a X T teget noktasidir.

**%* Merkez noktanin bolge sart1 dikkate

alindiginda r = |a| olarak alinir.
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Soru: Merkezi M (5, 3 ) olanve y eksenine teget olan cembe-

ri analitik diizlemde cizip, cemberin standart denklemini bulunuz.
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Soru: Merkezi M (-2, 4 ) olanve y eksenine teget olan cem-

beri; A) Analitik duzlemde ¢izip cemberin standart denklemini
bulunuz.
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B) Cember uizerindeKki bir noktanin apsisi - 1 ise bu noktadaki
ordinat degeri yerine gelebilecek sayilarin toplami kac¢ olur ?
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Kural 6: ( Her iki Eksene de Teget Olan Cember )
VA

1) Merkezi I. bolgede olan ve her

iki eksene de teget olan cemberde,

b cemberde r = a = b oldugundan
cemberin standart denklemi
(x—a)*+(y—-b)*=r"

0 a X ise

(x—-r)*?+ (y —r)?% =r? olarak bulunur.

2 ) Merkezi II. bolgede olan ve her iki eksene de teget olan

cemberin merkez noktast M( - r , r ) olup, cemberin stan-
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dartdenklemi (X + r )% + (y — r )% = r? olarak bulu-

nur.

3 ) Merkezi III. bolgede olan ve her iki eksene de teget olan

cemberin merkez noktas1t M( -r , - r ) olup, cemberin stan-

dartdenklemi (X + r )? + (y + r )% = r? olarak bulu-

nur.

4) Merkezi IV. bolgede olan ve her iki eksene de teget olan
cemberin merkez noktast M( r , - r ) olup, cemberin stan-

dartdenklemi (X — r )% + (y + r )% = r? olarak bulu-

nur.
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Soru: A) Merkezi Il bolgede olup her iki eksene de teget olan

cemberin yaricap1 3 brise cemberin standart denklemini bulunuz.

B) Merkezi M( 5, -5 ) olup her iki eksene de teget olan ¢cem-
berin standart denklemini bulunuz.
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Soru: Merkezi y - x = 4 dogrusu uiizerinde olan ve her iki ekse-

ne de teget olan cemberin standart denklemini bulunuz. ( Dogru

grafigi cizildiginde cemberin merkezinin hangi bolgede oldugu orta-
ya ¢ikar. Sonra da merkez nokta dogru denklemine uygulanir. )
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Soru: Merkezi y = 6 - 3x dogrusu iizerinde olan ve her iki ek-

sene de teget olan cemberin standart denklemini bulunuz.
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Soru: AOB ii¢cgenine icten teget olan cemberin standart denkle-

mini bulunuz. ( I¢ teget cemberi cizilir. Teget parcalarinin esitligi
ve 0zel ii¢genden yaricap bulunur. )
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Soru: K( 8, -1) noktasindan gecen ve her iki eksene de teget
olan cemberin standart denklemini bulunuz. ( Noktanin bulundugu

bolgeye bakilarak merkez noktaya karar verilir. Nokta ¢ember
denklemine uygulanarak istenen bulunur. )
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Cemberin Genel Denklemi

Merkezi M ( a, b ) veyaricap1 r br olan cemberin stan-

dartdenklemi (x —a )? + (y — b )% =r? idi
Parantezleri acalim.
x%-2ax + a’? +y? - 2by + b? = r? olur.Diizenleme
yaparsak,
x> +y%?-2ax-2by + a2 +b?%? -r? =0 olur.

— “ ~ Y
D E F

D=-2a, E=-2b ve F=a? + b%? - r? olarak alinirsa

X% + y% + Dx + Ey + F = 0 olur. Budenkleme “ cembe-

rin genel denklemi " ad1 verilir.
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D E
1) D = -2a ise a=-— ve E=-2b iseb=—?

olur M(a,b)=M(-D/2,-E/2) olarak bulunur.

2) F=a%? +b? -r? ise
F=(-D/2)2+ (—E/2)? -r?
F=D?/4+E?/4-r? esitlik 4 ile carpilir.
4F = D% + E? - 4r? olur. 4r? yalmz birakilr.

4r% = D? + E? - 4F olur. Esitligin karekokii alinir.

2r = VD2 + E2 — 4F  olur.r yalniz birakilirsa,

1
I = ?.\/D2 + E2 — 4F olarak bulunur.
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Soru: Asagida genel denklemi verilen cemberlerin merkez nokta-

sinl ve yari¢capini bulunuz.
A) x? +y?+6x-8y-11=0
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B) x? +y%-10x + 16y + 40 = 0
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C) x2 +y?+2x+8-33=0
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D) x2 +y2-20y + 88 =0
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E) x? +y? -x+
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F) 3x% + 3y? + 36x -6y + 84 =0 ( Cember denklemine
benzer hale getirilir. )
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Soru: x% +y? + 10x - 4y + 4 = 0 genel denklemi verilen

cemberincapi [ AB ]'dir.A( -1, -1 ) ise B noktasini bulunuz.
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Soru: x? +y?%?-4x + 2y + k = 0 genel denklemi verilen cem-
8

berin yaricap:r 5 br ise k = ?
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Soru: x?2+y?2+(k-1)x+2y+1=0 geneldenklemi

verilen cemberin yaricapi 8 br ise k = ?
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Kural1: Geneldenklemi x% + y2 + Dx + Ey + F = 0 olan

1
cemberde yaricap r = ?.\/ D2 + E2 — 4F idi.

X% +y% + Dx + Ey + F = 0 denkleminin bir cember belir-
tip belirtmedigi icin asagidaki islemlere dikkat edilir.
1) D? + E? — 4F > 0 ise verilen denklem bir cember
belirtir.
2) D? + E%# — 4F = 0 ise verilen denklem bir noktay1 belir-
tir. Noktay1 bulmak istiyorsak verilen denklemi tam karelere

donustirmeliyiz. Elde edilen denklemden ¢oziim bulunur.

3) D? + E? — 4F < 0 ise verilen denklem bir cember

belirtmez.
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Kural2: 1) Cember denklemi x ve y’ye gore iKkinci derece-

den bir denklemdir.

2) Cember denklemi icinde X ve y 'nin carpimi seklinde bir
terim bulunmaz.

3) Cember denklemiicinde x? ve y ? 'nin katsayilar1 birbiri-
ne esit olmahdur.

Soru : Alttaki denklemi verilen ifadelerin cember belirtip belirt-

medigini kontrol ediniz.

A) X2 +y? +3x+4y+7=0
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B) x? +y? +4x-10y + 29 = 0
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D) 2x% + 2y? + 8x + 24y + 80 = 0
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E) 5x% - 5y% + 10x - 25y + 35 = 0

F) x? +y?-6x+2y-4xy +1=0
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Soru : Altta verilen denklemler bir nokta belirtiyor. Buna gore bu

noktalaribulunuz. ( ( m + n)* = m* + 2mn + n* tam kare oz-
desligi idi. Verilenler tam kare 0zdesligine ¢evrilir ve alttaki hatir-
latma Kullanilir. a%? + b? = 0 ise a=0 ve b = 0 idi)

A) X2 +y2-6x+2y+10=0
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B) x? +y% + 10x - 16y + 89 = 0
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Soru: (-1+2k)x?+3y2+6x-18y + 10k - 2 = 0 denk-

lemi bir cember belirtivorsa ¢cemberin merkez noktasini ve yarica-

pin1 bulunuz.
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Soru: x?+y?’+(2m+4)xy+6x+8y+n-m=0 denk-

lemi bir cember belirtiyorsa n yerine gelebilecek en biiyiik tam

say1 kac¢ olur ?
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Bir Cember Ile Bir Dogfrunun Birbirine Gore Durumlar

Bir cember ile bir dogrunun uc farkhi durumu vardir.

[OJQRO)

.:|.

H d r = | MH| ise r > | MH| ise
r < |MH| ise dogru cembere dogru cemberi
dogru cemberi tegettir. ( Yani iKki farkli
kesmez. bir noktada keser. ) noktada keser.
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Soru: x% +y?+2x-4y - 11 = 0 cemberiile y-x+ 5 =0

dogrusunun birbirine gore durumunu inceleyiniz.
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Soru: x?% +y? -10x - 6y + 25 = 0 cemberiile 3x - 4y = 18

dogrusunun birbirine gore durumunu inceleyiniz.
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Soru: x? +y?+8y+ 12 = 0 cemberiile -5x + 12y + m = 0

dogrusu birbirini iki noktada kesiyorsa m 'nin ¢6ziim araligi ne

olur ?
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Soru: (x+ 5)% +y? =r?% cemberiile 6x + 8y - 5 = 0 dog-

rusu birbirini kesmiyorsa r 'nin alabilecegi en biiyiik tam say1 dege-

ri kac olur ?
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Soru: x*+y%*-2x-4y + 3 =0 cemberiile y = x - 1 dog-

rusu birbirine gore durumunu inceleyip varsa ortak kesim noktala-

rinil bulunuz. ( Ortak kesim noktasi varsa ¢ozim icin iki denklemin
ortak ¢cozumi yapilir. )
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Soru: x? +y%?+ 8x-20=0 cemberiile y + x -2 =0 dog-

rusunun varsa ortak kesim noktalarini bulunuz.

~ 1495 ~



~ 1496 ~



Soru: x? +y? + 4x - 12y + 24 = 0 cemberinde; A) Merkez
y

noktanin 3y + 4x + 25 = 0 dogrusuna olan uzakligin1 bulunuz.
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B) Cemberin dogruya en yakin noktasinin dogruya olan uzakhgini

bulunuz.
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Soru: (x—-—1)2+(y+5)% =4 cemberinde; A) Merkez
noktanin - 8x + 15y + 168 = 0 dogrusuna olan uzakligini bulu-
nuz.
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B) Cemberin dogruya en yakin noktasinin dogruya olan uzak-lgini
bulunuz. C) Cemberin dogruya en uzak noktasinin dogruya olan
uzakligini1 bulunuz.
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